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AVANT-PROPOS. 



Au risque d'être banal , je dirai la vérité : c'est à la 
sollicitation de nombre de personnes intéressées à la 
question que je me suis décidé à publier une s econd e 
édition des Principes de la résistance des matériaux. 
Je n'ai rien changé, au but de l'ouvrage : démon- 
trer les formules fondamentales que Reulèaux met en 
œuvre dans son Constructeur, Mais j'ai comblé diverses 
lacunes qui m'ont été signalées par mes lecteurs, 
notamment en ce qui concerne les enveloppes sou- 
mises à une forte pression à l'extérieur, les pièces 
droites reposant sur plus de deux appuis, le solide 
d'égale résistance pour une pièce pressée par ses 
abouts , la flexion des pièces courbes et la théorie des 
ressorts. J'ai ajouté en notes le calcul des courroies 
eu égard à la vitesse et celui des tourillons eu égard 
aussi à la vitesse et à la pression par unité de sur- 
face; la méthode employée, que je crois nouvelle, 
conduit à des résultats conformes à la pratique. 

Mon but sera atteint si j'ai réussi à être utile aux 
constructeurs et à mes élèves. 

V. DWBLSHAUVBRS-DBRY. 

Liège, 1883. 
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PRINCIPES 



RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX SOLIDES 



PRELIMINAIRES. 

Rappel des principes de statique concernant 
la composition des forces. 

fl . De même que Tidée d'un point matériel est purement 
abstraite , de même Tidée d'un effort s'exerçant en un point 
d'un corps est une pure abstraction. Considérant la matière 
eomme dépourvue de la capacité de se mouvoir par elle-même, 
on est conduit à supposer que tout corps en mouvement est 
ou a été sollicité par des forces extérieures. 

Quand un corps possède un mouvement de translation 
simple , on suppose que ce mouvement est ou a été commu- 
niqué par un faisceau d'efforts composants, en nombre égal 
à celui des points matériels indéfiniment petits qui composent 
le corps , et s'exerçant dans des conditions telles que tous les 
points aient à chaque instant identiquement la même vitesse 
dans la même direction et dans le même sens. 

Par une nouvelle abstraction, au faisceau d'efforts en 
nombre indéfini s'exerçant sur les points d'un corps dans les 
conditions susdites, -on a substitué un effort unique qui 
serait capable de produire le même effet sur une même 
masse réduite à un point. 
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1è, Un tel effort, d'après les effets qu'on lui suppose, est 
complètement déterminé par quatre éléments idéaux : 
1° Son point d'application; 2^ sa direction, qui est celle du 
mouvement rectiligne qu'il donne au point d'application ; 
3^ son sens , celui de ce même mouvement; 4^ son intensité. 

Ces quatre éléments peuvent être représentés graphique- 
ment par une portion de droite dont \^ le point de départ 
coïnciderait avec le point d'application de l'effort ; 2° dont la 
direction serait celle de l'effort ; 3° dont le sens , indiqué par 
une flèche , serait celui du même effort ; 4° enfin dont la lon- 
gueur, mesurée au moyen d'une unité de convention, comp- 
terait autant de fois cette unité qu'il y a de kilogrammes 
dans l'expression de l'intensité de l'effort. 

Ces quatre éléments peuvent être représentés analytique- 
ment par : 1° les coordonnées du point d'application ; 2<^ les 
angles ou les cosinus des angles que la direction de l'effort 
fait avec les axes des coordonnées ; 3° le signe ; 4® l'intensité 
exprimée par un nombre de kilogrammes. 

3. La substitution abstraite d'un seul effort à un faisceau 
d'efforts s'exerçant tous suivant la même direction et dans le 
même sens, est justifiée par la composition purement idéale 
des forces parallèles , comme nous allons le voir. 

N. B. L'usage irrationnel s'est introduit d'appeler force ce 
que nous avons jusqu'ici appelé effort Nous nous y confor- 
merons dans la suite. 



Conditions d'équilibre et composition des forces 
appliquées à un corps rigide libre. 

4. SI les forées données sont parallèles et dans nn 
même plan , les conditions d'équilibre sont : 

1 . La somme algébrique des forces doit être nulle, 

2. La somme algébrique des moments des forces par 
rapport à un point quelconque du plan doit être nulle. 
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Si Fon prend pour axe des y une droite parallèle à la di- 
rection dés forces et située dans leur plan ; et, pour axe des 
X une droite perpendiculaire à Taxe des y et située dans ce 
même plan; pour origine des coordonnées, un point arbi- 
trairement choisi , les conditions d'équilibre s'énonceront 
analytiquement : 

^"^^'^ (1) 

5. Si aucune de ces conditions n'est remplie, il y a une 
résultante unique ^parallèle aux forces données. 

1. Son intensité est égale à la somme algébrique de 
celles des forces données. Cette somme détermine en 
même temps son sens. 

2. La position de sa droite représentative est détenant- 
née par la condition que le moment de la résultante 
unique par rapport à un point quelconque du plan des 
forces y est égal à la somme algébrique des moments des 
forces données par rapport au même point, 

Ra?,=2Pâ7, doù^4=-^-. 

Si Ton change la direction de toutes les forces en les lais- 
sant parallèles entre elles et appliquées chacune à son 
propre point d'application , et si, en outre, on change leurs 
intensités tout en conservant entre elles les mêmes rap- 
ports qui existaient , on démontre que la résultante unique 
passe toujours par un même point du plan. Pour cette 
raison , ce point est appelé centre des forces parallèles. Les 
coordonnées de ce centre sont : 

_ 2Py 

De ces expressions on conclut que , si le centre des forces 
parallèles est pris pour origine des coordonnées a?, »= tt 
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yi = 0, et la somme des moments des composantes est nulle 
par rapport à Torigine. Eu d'autres termes , la somme algé- 
brique des moments de forces parallèles entre elles et agis- 
sant dans un même plan est nulle par rapport au centre de 
ces forces. 

0. Si la seconde des conditions ( 1 ) est remplie sans que 
la première le soit , il y a une résultante unique dont la 
droite représentative passe par l'origine. Son point d'applica- 
tion est situé sur l'axe des y à une distance de l'origine égale 
à la valeur de y, dans les expressions (3). 

1. Si la première des conditions (1) est seule remplie , il 
y a un couple résultant unique, dont le moment M est 
égal à la somme des moments des forces données , 

et qui agit dans le plan des forces , ou , en d'autres termes , 
dont Taxe représentatif est perpendiculaire au plan des 
forces. 

S. Remarque. — Le mode de représentation d'un couple 
est le même que l'on suit pour une force. 

L'unité des moments est le kilogrammôtre, comme l'unité 
des forces, le kilogramme. 

•. Eiemples. Les charges que supporte la poutre horizontale fig. (1) 
sont équilibrées par les réactions R, et R, dont on demande l'intensité , 
eurs points d'application et leur direction étant données. 



/<i?f/ 



.3"^ 






^-0^. 



500 



2 



iJSOO'* 



Solution : R, -f R, + 1000 + 3500 f 500 = 0. 

1000 X 2 + 3500 X 3 + R, X 5 + 500 X 7 = 0. 
On en déduit : R, = — 3200'' et R, = — 1800. 
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10. Si les forées sont fiaralléles et noii dans un même 
plan, les conditions d'équilibre sont : 

1. La somme algébrique des forces doit être nulle, 

2. La somme algébrique des moments des forces par 
rapport à un premier plan parallèle auœ forces doit être 
nulle, 

3. La somme algébrique des moments des forces par 
rapport à un second plan parallèle aux forces et perpen- 
diculaire au premier plan , doit également être nulle. 

Si Ton choisit le système d'axes coordonnés orthogonaux 
de manière que Taxe des z soit parallèle aux forces , ces con- 
ditions s'énoncent algébriquement comme suit : 

2P =0, 

2Pa?=0, (1) 

1 1 . Si aucune de ces trois conditions n'est remplie , ou 
même si la première seule ne l'est pas, il y a une résultante 
unique R, parallèle gmx forces données, 

1. Son intensité est égale à la somme algébrique de 
celles des forces données. 

2. Son point d'application, appelé centre des forces 
parallèles pour des raisons analogues à celles énoncées 
n^ 5 , a pour coordonnées 

iFx 



œ,= 



IP 



y.=-YF, (2) 

D'où l'on déduit (juc , pour tout plan passant par le centre 
des forces parallèles , la tomme algébrique des moments de 
ces forces est nulle. 

lié. Si la première des conditions (1) est seule remplie, il 
y a wn couple résultant unique agissant dans un plan paral- 
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lôle aux forces et faisant avec les plans des Y Z et des Z X des 
angles a et |3 ; son moment M et les angles a et |3 sont donnés 
par 

M = 



COSa = 



cos|3 = 






M 
M 



(3) 



û», Eiemple. Sur une table à 3 pieds, OBC, ûg. 2, repose un poids 
de 1000 kil. dans la position indiquée. Ce poids est tenu en équilibre par 
les réactions des pieds R^ , R« et R, dont on demande la valeur. 




Solution : 

R^4_R^ + R,+ 1000 = 0, J R, = — 200k, 

R, X2+ 1000 X 0,40=0, ! R, = — 200 , 

R, X 2,50 + 1000 X 0,50 = 0. . ') R, = — 600 . 

fl 4. SI les forées agissent dans un même plan mais ne 
sont pas parallèles, les conditions d'équilibre sont : 

1. La somme algébrique des projections des forces sur 
une première direction arbitrairement choisie dans le 
plan des forces, doit être nulle, 

2. La somme algébrique des projections des forces sur 
une seconde direction prise dans le plan et perpendicu- 
laire à la première , doit égaleynent être nulle. 

3. La somme des mo^nents des forces par rapport à un 
point quelconque du plan doit être nulle, 

2Pcosa = 0, 

2Psina = 0, (1) 

2P(a?sina — î^cosa) = 0. 
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15. Si aucune de ces trois conditions n'est remplie, ou si 
Tune seulement des deux premières ne l'est pas , il y a une 
résultante unique R dont Vintensité est 



R = l/(2Pcosa)« + (2Psina)\ , 

et dont la droite représentative est située à une distance r 
de Torigine , donnée par 

_ 2P(^'sing — y cosa) 

Cette droite est inclinée sur Taxe des x d'un angle a dont 
le cosinus est donné par 

1 Pcosa 



cosa ' 



R 



La valeur ci-dessus de r exprime que le moment de la 
résultante par rapport à un point quelconque du plan est 
égal à la somme algébrique des moments des composantes 
par rapport au même point. 

iO. Si les deux premières conditions (1) sont remplies 
sans que la troisième le soit , il y a wn couple résultant 
unique, dont le moment M est égal à la valeur du premier 
membre de la troisième équation (1), et qui agit dans le plan 
des forces. 

19. Exemple. Données : les forces 1000^ et 20001' de la fig. 3. De plus 
cosa^ = 0,866 et sin «^ = 0,5. 

1000* 




^2000 
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Solution : 



SPcosa = 2866k. 

2 Psina = 500^. 

2 F (a? sin a — y cos a ) = ISOTiin». 



R «= 2909k. 
r = 0'n,515. 
Cosa = 0m,985. 



18. Cas général de forées qaeleonques. — Les condi- 
tions d'équilibre sont exprimées par les six équations sui- 
vantes : 



X=2Pcosa=0, \ 

Y = 2Pcos/3=0, ! (1) 

Z = 2Pcos;y«0, ; 

L = 2P (^cos/3— 2/tcosy)-= 0, \ 

M = 2P(â?cosy---3:cosa)==0, | (2) 

N =2P(2/ cos a— â?cos(3) = 0. ) 

lO. Si les trois premières conditions sont seules rem- 
plies, il y a wn couple résultant unique W, dont les couples 
composants dans les plans coordonnés ont pour moments 
respectifs L, M, N, valeurs des pï^miers membres des équa- 
tions (2). 

î^O. Si les trois conditions (2) sont seules remplies , il y a 
une résultante unique R , dont les i)rojections sur les axes 
coordonnés ont pour grandeurs X, Y, Z, valeurs des premiers 
membres des équations (1). 

^f. S'il n'est satisfait complètement à aucun des deux 
systèmes de conditions ( 1) et (2), en général il y aura une 
résultante R dont la droite représentative passe par Tori- 
gine, et un couple résultant W. Ce système peut encore 
être réduit à deux résultantes non concourantes et non 
Vàrallèles par la composition d'une des forces du couple 
avec la résultante qui passait à l'origine. Il y a une infinité 
de systèmes de deux forces non concourantes équivalents à 
un système d'un nombre quelconque de forces. Il y a aussi une 
infinité de systèmes , composés chacun d'une force et d'un 
couple, et qui équivalent tous à un système donné de forces; 
mais pour tous ces systèmes , la grandeur , la direction et 
le sens de la résultante R restent invariables ; la position 
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de sa droite représentative et les éléments déterminants 
du couple sont seuls variables. 

Dans le cas particulier où les valeurs X , Y, Z , L, M , N , 
des premiers membres des équations (1) et (2), seraient 
liées par la relation 

LX +MY+NZ = 0, 

la résultante R et le couple W agiraient dans un même plan , 
et leur système serait réductible à une seule force R dont 

W 

la droite représentative est située à une distance ;5- de 

Torigine et dans le plan commun. 

tt. Exemple. — Qn demande de composer le système des forces appli- 
quées au corps rigide A B C , fig. 4 , en prenant le point A pour point 
d'application de la résultante. 

^_. 



£^- 



1^ 






I- 



P^2000* 



-y 



'^ 



Solution. Les trois forces données ayant leurs directions orthogonales , 
le choix des axes n'est pas douteux. Les composantes de la résultante R 

seront : suivant Taxe des x + SOO'', 

». y +3000 , 

n n z —2000 . 

Donc R == V/sOO» + 3000* + 2000* = 3693". 

Les angles a, b, c que la direction de la résultante fait avec les axes 
des â? , des y et des z respectivement sont donnés par 

800 
3000 

2»^ =-0.542. 



cos h'- 
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Dans la figure 5 est consigné ce résultat. 




-icoo 



Les moments des couples composants sont : 

Plan des ^ y , axe des x 1500''™ , 

» « zx, " « y —2000 , 

« y a?, « « ^ —3750 . 

Donc 



W = V/15Ô0* + 2000* + 3750» = 4507kn>. 

Les angles A , B , C que l'axe représentatif du couple résultant W fait 
avec les axes des coordonnées sont donnés par 

1500 
4507 
2000 



cos A = 

cos B = ■ 

cos C ^ • 



4507 
3750 



= 0,333, 
= -«0,444, 



4507 
Dans la figure 6 est consigné ce résultat. 

z 



= — 0,833. 
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§». 

Centres de gravité et d'élasticité. 

^B. On appelle centre de gravité d'un corps le centre d'un 
système de forces parallèles proportionnelles aux poids ou 
aux masses des portions infinitésimales de ce corps. 

Par extension , on appelle centre de gravité d'une ligne, 
d'une surface, d'un volume , le centre d'un système de forces 
parallèles proportionnelles aux grandeurs des éléments infi- 
nitésimaux de ces lignes, surfaces ou volumes. 

Le premier coïncide avec le second dans les corps homo- 
gènes sous le rapport de leur masse. 

Par une nouvelle extension , on appelle encore centre de 
gravité d'une surface ou d'un volume, le centre d'un système 
de forces parallèles et proportionnelles non-seulement aux 
éléments de cette surface ou de ce volume,, mais encore à 
une autre quantité E variable avec la position de l'élément 
dans la figure géométrique à laquelle il appartient. Si E re- 
présente ['élasticité variable des divers éléments d'une sur- 
face plane, le centre des forces parallèles définies comme 
nous venons de le dire , prend plus particulièrement le nom 
de centre d'élasticité de cette surface plane. 

^^. Les coordonnées du centre d'élasticité d'une surface 
plane , composée d'éléments superficiels s , ont donc pour 
valeurs : 

lEsx 

^* = -iÊr' 

_ zEsy 

Lorsque le centre d'élasticité est pris pour origine, â?i et 
î/i sont nuls, et par suite aussi lEsx et lEsj/ ; d'où suit 
que la somme des moments des forces élastiques par rap- 
port à une droite passant par le centre d'élasticité , est 
nulle. 
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Le centre de gravité coïncide avec le centre d'élasticité 
pour les surfaces homogènes sous le rapport de l'élasticité . 

î^5. La méthode pour rechercher le centre d'élasticité 
d'une surface consiste à décomposer cette surface en parties 
dont on connaît la position du centre d'élasticité , et à écrire 
les expressions ( l ). 

t#. Exemple. I. Le centre de gravité de la fig. 7 est en G , à une 
distance 4 de AB. 

IL Le centre de gravité de la fig. 8 , est en G à une distance 6,724 de AB. 
• III. Chercher le centre d'élasticité d'un carré dans lequel l'élasticité, 
égale à Eo à la base inférieure , va en croissant uniformément jusque £« , 
à la base supérieure , en restant la même sur toute la longueur d'une 
parallèle aux bases. 



F3 



-f- Fig.7. 



f ^^ 



tt 



3 




A a 



Solution 



E — E, E, — Eo 



d'où 
élasticité 



Bj ^"^ ÈiA 

E = Eo -f , ^ ; 



/• E -4- E 

ité totale / ^Ixdx = °T ' l' ; 



E. + E. 



...=/; 



EUdx = ^^±^P; 



d'où 



1 E. + 2E. , 
* 3 Eo + E, 
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Des moments d'inertie. 

î^l. On appelle moment dCinertie d'un corps par rapport 
à une droite, la somme des produits des masses élémentaires 
de ce corps par le carré de leurs distances respectives à cette 
droite. 

Chaque masse élémentaire est représentée par le produit 
de s(m volume (en mètres cubes ) et de sa densité ( ou masse 
du mètre cube). Si à est la densité d'un élément v^^ de vo- 
lume situé à une distance âJ^ de Taxe , le moment d'inertie I 
de la masse entière M = 2^t?, sera 

^H. Par unef extension analogue à celle que nous signa- 
lions pour le centre de gravité, on admet des moments 
d'inertie de lignes, de surfaces, de volumes. Et, par une nou- 
velle extension, les mêmes dénominations s'appliquent encore 
au cas où Ton remplace la densité 5 par une autre quantité 
quelconque , telle que l'élasticité E , variable avec la posi- 
tion que l'élément considéré occupe dans la figure. 

Il importe de rappeler les deux propriétés suivantes des 
moments d'inertie. 

îtO. Le moment d'inertie V d'un corps par rapport à 
un axe situé à une distance D de son centre de masse , 
est égal du moment d'inertie I du même corps par rap- 
port à un second axe parallèle au premier mais passant 
par le centre de masse , augmenté du produit de la masse 
du corps par le carré de la distance des axes. 

Cette propriété , vraie encore lorsque le mot élasticité y 
remplace le mot masse, permet de déterminer facilement le 
moment d'inertie d'un corps par rapport à un axe quelconque 
dès que l'on connaît tous ceux qui se rapportent à des axes 
passant par le centre de masse (ou d'élasticité), et la pro- 
priété suivante ramène la connaissance de ces derniers à 
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celle de trois moments d'inertie principaux par rapport à 
trois axes perpendiculaires entre eux. 

Si Von connaît les moments d'inertie d'un corps par 
rapport à tous les axes qui passent par son centre de 
masse, et si, à partir de ce point , on porte sur chacun 
de ces axes une longueur inversement proportionnelle à 
la racine carrée du moquent d'inertie correspondant , le 
lieu des points extrêmes de ces longiteurs est un ellipsoïde 
dont le centre de figure coïncide avec le centre de masse. 

Les moments d'inertie principaux se rapportent aux axes 
de rellipsoïde. 

30. Pour toute surface plane il existe une ellipse cen- 
trale d'inertie ou d'élasticité. Nous allons le démontrer. 

Soient, flg. 9 : G, le centre d'élasticité d'une figure plane A B, 
point que nous prenons pour origine des coordonnées; Gx, 
Çjy, un système d'axes rectangulaires; 5, un élément super- 
ficiel quelconque de la figure , ayant pour coordonnées x et y, 
et dont l'élasticité est représentée par E ; faisons 5E = S, et 

1 = 2807*; J = 2S2/*; K^l^xy. (1) 



Y 


Fig.9. 


(\ 




\ G 

V 


s) 



I et J seront respectivement les moments d'inertie de la sur- 
face par rapport aux axes des y et des o? ; et K sera appelé 
produit d'inertie. 

Recherchons les moments et produit d'inertie F, J', K' par 
rapport a un second système d'axes orthogonaux Go?' et 
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Gp\ faisant un angle (3 quelconque avec le premier. Nous 
aurons : 

Entre x,y,x' et y^ existent les relations connues 
x^ = X cos^ — y sin jS, 
2/' = â? sin P + y cos /3 , 

qui conduisent facilement aux équations suivantes : 
I4-J = r + J' -const.^C, 
IJ — K« = l'J' — K'« = const. = C 



(2) 



(3) 



G /C* 
D'où ï' == 9 + V 4 — ^' ""^'*' maximum pour K' = , 

C /c* 
J' = - — Y — — C — K'* , minimum pour K' = 0. 

Donc dans toute figure 'glane, il existe une paire d'axes 
orthogonaux passant par le centre d^ élasticité, pour les- 
quels les moments d'inertie de cette surface sont l'un 
maximum , l'autre minimum ; ils sont appelés axes 
prlnelpaux d^lnertle. 

L'angle (3' que fait ce second système d'axer avec le pre- 
mier est donné par Téquation 

sin 2 8' 
K'=5iî^(I~J)+Kcos2/3' = 



d'où 



tg2P'= 



2K 



Cela posé, prenons, âg. 10, les axes principaux d'inertie 



f^S^/0^ 




Digitized by 



Google 



-Io- 
de la surface donnée pour axes des coordonnées , et éva- 
luons le moment d'inertie M par rapport â un autre axe 
quelconque faisant Tangle a avec Taxe des œ. Soient : 

I = 2S^*;J = 2S2/«;K = 2Sa?2/ = 0:M=^2Sw«. 
On a w = 2/ cos a — 07 sin a , 

d'où M = 2 S M* == I sin' a + J cos* a — 2 K sin acos a , 
ou M = I sin« a + J cos« «. (5). 

l/J"' l/T' P V/M' 



Faisons a = —7-- ; ô = — ^; p = — =^ ; (6) 

l/J l/I ^ l/M 



et sur les axes des a?, des 2/ et des ^ , portons , à partir de 
l'origine , des longueurs respectivement égales à a , 6, p ; et 
cherchons le lieu des extrémités des rayons p. Si nous repré- 
sentons par œ Qi y les coordonnées courantes de ce lieu , 
nous aurons : 

a7 = pcos a, 

2^ = psina, (7) 

^'+2/* = p* 
et l'élimination de a conduit à l'équation 

qui est celle de l'ellipse d'inertie rapportée à son centre et à 
ses axes. C. q. f. d. 

31. Propriété. — Le produit d'îner^tîe par rapport 
à deux diamètres conjugués dans V ellipse centrale d! iner- 
tie , est nul; et les diamètres conjugués jouissent seuls de 
cette propriété. La démonstration de ce théorème est fort 
simple. 
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st. Exemple. — Tracer Tellipse centrale d'inertie d'un parallélo- 
gramme (fig. 1 1 ) dont la hauteur est 2n , la base 2m , Tangle aigu de deux 
côtés , a. Un premier système d'axes coordonnés étant Ox et Oy , on a 

4 
I = Isx* :=:--- mn (m*4- w*cotg*a) , 
o 



J = 2sy* = —•mn^ , 



K =r 2 sxj/ =—. mn* cotg c 
o 




On en déduit 



X « ,. 2n*cotga 

tg 2/S' = 2 . 

n* — m* — n* cotg* a 



4mn 



Ensuite F + Jf == I + J == -H^ (m« + n*cosec*a ) , 

3 



rj'==ij — K*== 



I6m*n* 
~9 ' 



2mn 



d'où I'= —^jm* + n'cosec'a-f- {/{m* -{■ n* cosec* «)• — 4m"n*j , 



2wîn 



J' =— r— j wi* + *** cosec*a — ]/ (m* + n* cosec* a)* — 4 m* n* j . 

La question est ainsi complètement résolue. 

Dans le cas où il s'agirait d'un rectangle (fig. 12 ) , on trouverait /3' == 0, 

c'est-à-dire que les axes de figure sont axes principaux d'inertie ; et les 

. 4m'n 4mn' , 

moments d inertie principaux sont respectivement — - — et — ~ — , de 

o o 

manière que le rapport des axes de l'ellipse d inertie est le même que celui 

des deux dimensions du rectangle. 

2 
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AppllettlIOB. — On donne (flg. 12), b^2h, et /3 » 151o55' ; on 
diemande l'angle pf de la direction WW conjuguée au diamètre VV, ainsi 
que le moment d'inertie V par rapport à la droite W. 



Fiff/2. 




Fiç.13^ 



^ 



Figiâ 



O 



tg/3tg/9' = - -, 



On a tg/3 = — 0,5336; 

d'où tg ,9' = 0,4685 et ^' = 25o6'. 



V^h bh* 

r = _ sin« P' + ^ cos« pt = 0,01604 b . 

Dans le cas d'un losange (flg, 13 ) , on a n =s m sin a et tg 2 yâ' = tg a , 

d'où l'on conclut que )3' = —. et que les axes de l'ellipse coïncident avec 

les diagonales ; de plus ils leur sont proportionnels. 

D et d étant ces diagonales, les moments d'inertie principaux sont 
respectivement 

D»d 
48 * 
Dd« 
' 48 ' 



F = 

J». 



Pour tout polygone régulier l'ellipse centrale devient un cercle. 
Voir note I à la fin du volume. 



Digitized by 



Google 



— 19 — 



§41. 



Du centre de percussion et du noyau central. 

33. On appelle centre de percussion d'une figure plane 
CD (fig. U)par rapport à un aœe HT de son plan , le centre 
d'un système de forces parallèles et proportionnelles chacune 
au produit E 5 et à la distance du point d'application à Taxe T T. 




En appelant u la distance de Télément s à Taxe TT, et 2^, 
celle du centre de percussion au même axe , nous aurons 

2/2E5W-2E5W*. (1) 

La distance d du centre de gravité au même axe est 
donnée par d 2Es = l^su ; 

ou Srf= 2^su, 

et(n^29) |/Se? = 2Esi^* = I« + Srf*. (2) 

la 



Donc 



y==d- 



Srf 



(3) 



De plus, le centre de percussion H se trouve sur le dia- 
mètre BB de Tellipse centrale conjugé à la direction A A de 
Taxe de percussion. Si « est l'angle de ces deux diamètres , 
on a visiblement 



H0 = 



la 



S rf sin a 



(4) 



34. Si l'on prend successivement pour axe de percussion 
toutes les touchantes au contour de la figure considérée, le 
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lieu des centres de percussion correspondants porte le nom 
de noyau central de la figure. 

Sft. Eieniplefl. Le noyau central d*un rectangle (fig. 15) est un losange 
dont les diagonales ont un tiers de la longueur des axes du rectangle et 
coïncident avec eux. 

Le noyau central d'un cercle est une circonférence d*un diamètre quatre 
fois plus petit. 

CHAPITRE I. 

DÉFINITIONS, HTPQTHÈSES ET CONVENTIONS 

BO. La théorie de la résistance des matériaux a pour 
objet l'étude des forces moléculaires qui se développ*^nt dans 
les corps solides sous l'action des efforts extérieurs auxquels 
ils se trouvent soumis; et, pour but principal, la détermi- 
nation de certaines dimensions des [âèces qui entrent dans 
la composition des machines ou des constructions fixes. 

81. Elasllelté. — Tout corps est considéré comme com- 
posé de particules en équilibre sous Faction des forces inté- 
rieures et extérieures qui les sollicitent, et se déplaçant les 
unes par rapport aux autres dès que le système des forces 
qui les tenaient en équilibre est modifié d'une manière quel- 
conque, et notamment par Tapplication d'un effort extérieur 
nouveau. Ces déplacements ont généralement pour résultat 
une déformation , c'est-à-dire un changement dans la forme 
extérieure du corps ou un déplacement des particules situées 
à sa surface. Cette propriété des corps d'être ainsi composés 
sn désigne sous le nom ^'élasticité. 

Sous l'influence d'un même effort extérieur, les déplace- 
ments moléculaires peuvent varier d'une substance à une 
autre et même d'un point à l'autre de la même substance. 
Or, comme la cause est mathématiquement égale à leffet, 
cette circonstance indique que chaque corps a une propriété 
spécifique sous le rapport de l'élasticité ; que l'élasticité varie 
d'un corps à l'autre , ou d'un point à l'autre d'un même corps. 
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L'élasticité est donc une quantité que Ton pourra mesurer 
(lès que Ton aura ciioisi une unité. 

Lorsque l'élasticité est la même en tous les points d'un 
corps, on dit que ce corps est homogène. Il n'existe aucune 
substance homogène. Mais, dans les limites ordinaires des 
constructions mécaniques, Ton peut, sans erreur préjudi- 
ciable, considérer comme homogènes la plupart des subs- 
tances employées. 

39. Eqoilibre entre les forceps exlerieures et les forées 
élasiiqoes. — On emploie une expression impropre lorsque 
l'on dit en statique qu'un corps est soumis à une force. Cela 
signifie toujours que le corps est tout au moins soumis à 
deux forces égales, opposées et se faisant équilibre. Car 
l'effet d'une seule force P sur un corps serait de le trans- 
porter suivant sa propre direction et son sens et, en général, 
de le faire en même temps tourner autour de son centre de 
masse , mais non de troubler l'équilibre intérieur de ses par- 
ticules. L'effet de deux forces directement opposées mais 
inégales, P, et P,, ayant une différence égale à Tunique 
force P, dont nous venons de parler; serait tout antre que 
celui de cette dernière agissant seule. En effet, le corps 
considéré dans son entier, serait mis en mouvement par la 
force P, — P, = P, comme ci-devant par la force P seule; 
mais en outre , la plus petite force , P^ , a pour effet de tendre 
le corps , de modifier Tétat d'équilibre des particules tel qu'il 
était avant l'application des forces. Il n'y a donc que l'effort 
P, qui intéresse la résistance des matériaux , la différence 
Pi — P, n'ayant d'infiuence que sur le mouvement de l'en- 
semble du corps considéré. Peu importe donc cette différence, 
et mieux vaut la supposer nulle. 

D'une manière plus générale , on admet toujours dans les 
calculs relatifs à la résistance des matériaux, le principe 
suivant : 

Prinelpe. — Pour tout solide considéré soies le rapport 
de sa résistance moléculaire , les forces eœtérieures gui 
lui sont appliquées se font équilibre indépendamment des 
forces moléculaires qu'évoque leur action. 
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Et de ce principe découle naturellement le suivant : 

Principe. — Si Von coupe un solide soumis à des fore s 
extérieures par une surface idéale quelconque, il y a 
équilibre entre les forces moléculaires évoquées dans cette 
surface et les forces extérieures agissant en des points 
compris depuis cette surface jusqu'à Vune des extrémités 
du solide. 

En effet, s'il y a cohésion entre la matière située d'un côté 
de la surface idéale et celle qui est située do Tautre , c'est 
que les forces moléculaires qui y sont développées de part et 
d'autre se font équilibre. Supposons que le système des forces 
moléculaires d'un côté de la surface soit réductible à une 
seule force Q. Celle-ci, tenant en équilibre les forces molé- 
culaires de l'autre côté , peut être considérée comme une 
force extérieure par rapport à la portion de la pièce située 
de ce côté ; par suite, puisque, pour cette portion, il doit y 
avoir équilibre entre les forces extérieures , l'équilibre existe 
entre Q , ou les forces moléculaires évoquées dans la surface 
idéale, et les forces extérieures appliquées d'un même côté 
de cette surface. 

39. Remarqae. — Lorsque , pour suivre la coutume , 
nous dirons qu'un corps considéré est soumis à une force 
P , nous sous-entendrons toujours qu'une ou d'autres forces 
extérieures la tiennent en équilibre. Ou bien nous suppo- 
serons que le corps est fixé de telle façon que la force P 
évoque nécessairement des réactions extérieures au corps 
et qui le tiennent en équilibre. 

40« Déformation permanente, rnptare. — Les parti- 
cules d'un corps solide cèdent toujours à un effort exté- 
rieur , si petit qu'il soit. L'application de cet effort produit 
donc une déformation qui persiste tant que dure son action. 
Si l'effort est assez petit, après sa suppression, le corps 
reprend sa forme et ses dimensions primitives. Mais si cet 
effort a atteint une certaine limite , après sa suppression , le 
corps ne reprend pas sa forme et ses dimensions primitives; 
il reste ce que l'on appelle une déformation permanente. 
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L'expérience le prouve et démontre également que, par 
cette déformation permanente , le corps a acquis un nouvel 
état d'élasticité tel que , tout effort moindre que le précédent 
et appliqué dans les mêmes conditions, ne produira plus 
aucune déformation permanente ; que tout effort supérieur, 
au contraire , produira une nouvelle déformation permanente 
et changera de nouveau définitivement les qualités élastiques 
du corps. 

U effort sotts lequel s'est produite une déformation per- 
manente porte le nom de limite d'élasticité par rapport 
aux efforts moindres appliqués dans les mêmes conditions, 

La limite d'élasticité n'indique donc pas une qualité absolue 
d'une substance; elle ne fait qu'en marquer un état relatif, 
variable avec les circonstances. 

Parmi les déformations permanentes , il en est une remar- 
quable à laquelle on arrive fatalement lorsque Ton augmente 
indéfiniment l'effort appliqué à un corps : c'est la rupture , 
la séparation définitive du corps en plusieurs morceaux 
écartés l'un de l'autre à des disiances telles que les forces 
élastiques ont cessé d agir. L'effort qui produit la rupture 
porte le nom de charge de t^pture. 

La connaissance de la charge de rupture des matériaux 
que l'on emploie et celle de la première limite d'élasticité 
pour laquelle on ait observé une déformation permanente 
appréciable, sont des renseignements utiles pour la rédac- 
tion des projets. Mais il faut se garder d'en exagérer l'im- 
portance. 

41. Prisme ou solide de résistance; état primitif. — 

Soit (fig. 16) une portion de prisme géométrique comprise 
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entre doux sections normales ABetCD indéfiniment voi- 
sines. On décompose ce volume en éléments prismatiques 
indéfiniment petits dans toutes leurs dimensions , 5^« ,^'^V*- i 
et ayant leurs arêtes parallèles à celles du prisme que com- 
pose leur ensemble. L'un quelconque de ces prismes prend 
le nom de fibre élémentaire. Une file de fibres élémentaires 

55,, 5,5,, 5,55, dans le prolongement Tune de l'autre 

tout le long du prisme géométrique donné, constitue une 
fibre du prisme. 

Considérons une section normale CD d'un prisme de 
résistance , et , dans cette section , les bases de toutes les 
fibres élémentaires 5, s\,... Supposons que l'on connaisse la 
quantité spécifique qui donne la mesure de l'élasticité de la 
matière à chacune de ces bases infinitésimales. Qu'à chacune 
d'elles on applique, dans le même sens, un effort normal et 
proportionnel à cette quantité spécifique. On obtiendra par 
cette opération un ensemble de forces parallèles agissant 
toutes dans le même sens et par conséquent ayant une 
résultante unique appliquée en un certain point de la 
section. Ce point 0, où est appliquée cette résultante unique, 
se nomme le centre d'élasticité de la section (n<>s 23 et 24). 

La fibre élémentaire située au centre d'élasticité de la 
section porte le nom de fibre élémentaire moyenne ; et la 
fibre du prisme, qui contient tous les centres d'élasticité des 
diverses sections , celui de fibre moyenne du prisme. 

Les solides, auxquels on donne le nom de prismes de 
résistance y n'ont pas toujours une forme géométriquement 
prismatique. Leur forme est , au contraire, très variée, mais 
toujours soumise à certaines conditions que nous allons faire 
connaître en définissant le prisme de résistance à Vétai 
C c' c" i?n*me^//; état purement ec^a/, 

^9^^^' K — i._«i. — i V pour lequel on suppose qu'au- 

l cune force extérieure, pas 

T"^ même la pesanteur, n'agit sur 
\ le solide; 
o h"'T"~ Soit AB (fig. 17) une courbe 

ne présentant ni jarret ni point multiple ; plane ou à double 
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courbure , pourvu que la seconde courbure soit très-faible 
en tous les points. Imaginons la série de tous ses plans nor 
maux CD, CD'...., et, sur chacun de ces plans, traçons une 
figure assujettie aux conditions suivantes : 1° d'avoir son 
centre d'élasticité sur la courbe AB ; 2° d'avoir des dimen- 
sions très petites comparativement au rayon de courbure 
de la ligne AB au point où elle rencontre chaque section ; 
3° de ne varier de forme et de dimensions d'une section à la 
suivante que d'une manière continue et très lente. Le solide 
ainsi engendré et supposé n'être soumis à aucune force 
extérieure, constitue ce que l'on appelle un py^sme de résis- 
tance à Vétat primitif, 

4ît. Lorsqu'un tel prisme est soumis à des forces exté- 
rieures, il naît dans son intérieur des forces moléculaires 
que Ton peut évaluer au moyen du principe suivant, simple 
application de ce qui précède. 

Principe. — Bans tout prisme de résistance soumis à 
des forces extérieures, il y a équilibre entre les forces 
élastiques évoquées dans une section normale quelconque 
et les forces extérieures appliquées dans toute la région 
comprise entre cette section et l'une des extrémités de la 
pièce. 

43. Convention§ sar la natore des déformations. — Si 
les forces extérieures dont il est question dans le principe 
précédent, sont réductibles à une résultante unique, les 
forces moléculaires développées dans la section normale le 
sont également. Et, dans ce cas, le point d'application de la 
résultante unique dans le plan de la section est bien déter- 
miné et il porte le nom de centre des tensions ou des pres- 
sions indifféremment. Ce point ne coïncidera pas en général 
avec le centre d'élasticité ; il conviendra alors de remplacer 
la résultante unique appliquée au centre des plissions par 
par une force égale, parallèle, de même sens, appliquée au 
centre d'élasticité et un couple facile à calculer. Dans tous 
les cas, la composition des forces extérieures, auxquelles les 
forces élastiques développées dans la section considérée font 
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équilibre, ne mènera à rien de plus compliqué que le système 
d'une force appliquée au centre d'élasticité de la section , et 
d'un couple. Tel est le système composé de la force R appli- 
quée au centre d'élasticité de la section CD , fig. 18 , et du 
couple S (représenté par une ligne double). 




Fî^ 



Cela étant , que Ton décompose la force R en deux autres, 
l'une N normale à la section, l'autre T tangentiellè; et le 
couple S en deux également, l'un V dont les forces agissent 
dans le plan de la section, l'autre X dont les forces agissent 
dans un plan normal à la section. On obtient ainsi deux 
Ibrces N et T dont le point d'application est au centre d'élas- 
ticité , et deux couples que l'on désigne comme suit : 

La composante N, normale à la section et appliquée au 
centre d'élasticité, porte le nom de tension totale. 

La composante T, dans le plan de la section et appli- 
quée au centre d'élasticité, porte le nom (^'effort tran- 
ehanl. 

Le couple X, agissant dans un plan normal à la sec- 
tion , porte le nom de moment de flexion ou moment 
fléelilssanl. 

Le couple V , agissant dans le plan même de la section , 
porte nom de moment de torsion. 

44 Exemple. — Dans Texemple donné, n» 22 (âg. 4), rechercher 
pour la section d'encastrement la tension totale, TefFort tranchant le 
moment de flexion et le moment dé torsion. 
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Solution. N = 8001^ ; T = V 3000* + 2000* = 3606^ ; 

cos(T, y) = 0,832 ; cos (T, ^) == — 0,555. 

V = 1500'^™ ; X = \/mÔ* +175Ô* = 4250^»» ; 
cos (X, yj = — 0,471 ; cos (X, ^) = — 0,882. 

Le plan du couple X se projette sur le plan des yz suivant une droite 
qui fait avec Taxe des z un angle dont le cosinus est 0,471 et qui est par 
conséquent de 61o.55'; et, avec Taxe des y , un angle de 90° + 61®,55' 
= 1510.55. 

(Voir no 32, fig. 12, la recherche du diamètre conjugué à cette direc- 
tion dans l'ellipse" centrale d'inertie d'une section rectangulaire dont la 
base est double de la hauteur). 

45. Cooveotloo». — l^ Si la tension totale N agissait 
seule sur la section CD , cette section plane et nonnale à 
V état primitif resterait encore plane et normale à Vétat 
déformé et conserverait ses dimensions premières , mais 
se serait éloignée ou rapprochée de la section voisine CD' 
suivant la direction des fibres, en restant donc parallèle 
(h elle-même. Ce genre de déformation prend le nom 
c^' allongement simple ou de raeeonrelssement simple. 

2<> Si V effort tranchant T agissait senl sur la section CD, 
cette section plane et normale à Vétat primitif resterait 
encore plane et normale à Vétat déformé et conserverait 
ses diinensions premières, mais aurait glissé parallèle- 
ment à elle-même dans la direction et le sens de T et sans 
tourner, par un effet comparable à un elsaillement ; 
genre de déformation qui porte le nom de glissement 
simple, et pour lequel on suppose que, entre la fibre 
moyenne à Vétat déformé et la fibre moyenne à V état pri- 
mitif , il n'y a qu'une différence déposition négligeable. 

3<* Si le moment fléchissant X agissait senl sur la sec- 
tion CD , cette section plane et normale à Vétat primitif 
serait encore plane et normale à Vétat déform£ et con- 
serverait ses dimensions premières , mais aurait tourné 
autour d'une droite située dans la section, passant par 
son centre d'élasticité et la divisant en deux régions. 
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tune où les fibres sont allongées , Vautre où elles sont 
raccourcies ; déformation qui porte le nom de flexion 
simple, et pour laquelle on suppose que, entre la fibre 
moyenne à Vétat primitif et la fibre ^noyenne légèrement 
courbée, la différence de longueur est négligeable. 

4^ Si le moment de torsion V agissait «eni sur la sec- 
tion CD, cette section plane et normale à Vétat primitif 
serait encore plane et normale à Vétat déformé, et con- 
serverait ses dimensions premières, mais aurait, sans 
quitter son plan, tourné autour d'un axe perpendiculaire 
à la section et passant par le centre d'élasticité; défor- 
mation qui porte le nom de torsion ^Xm^Xe^ et pour laquelle 
on suppose que la fibre élémentaire ynoyenne n'a changé 
ni de grandeur ni déposition, 

5° La tension élastique produite par Vwie de ces défor- 
mations simples sur une fibre élémentaire quelconque de 
la section, est supposée avoir la même direction que le 
déplacement de la base de la fibre, 

&^ Le déplacement total ou définitif de la base d'une 
filyre élémentaire amené par plusieurs de ces déforma- 
tions simples se produisant simaltanément, se compose 
de ces déformations simples suivant les mêmes règles 
que les forces appliquées en un mêyne point. Et la tension 
élastique définitive produite par plusieurs de ces défor- 
mations combinées est la résultante des tensions dues à 
chacune de ces déformations prise isolément. 

40. Ces conventions ne sont acceptables que dans les 
limites ordinairement admises dans le calcul des dimensions 
des pièces de machines. 

41 . Elles nous conduisent à étudier dans les quatre cha- 
pitres suivants les phénomènes d'allongement simple, de 
cisaillement simple , de flexion simple et de torsion simple ; 
après quoi nous passerons aux déformations composées. 
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CHAPITRE IL 

EXTENSION OU COMPRESSION SIMPLE. 

49. Données d^expériences et conventions. — Considé- 
rons un solide de résistance (flg. 19) , géométriquement pris- 
Fiq.19. ï^^^îQ^^* homogène, ayant une longueur L mètres 
à rétat primitif, et une section S mètres carrés que 
^^^^//r Ton suppose invariable malgré l'application d'efforts 
extérieurs. Après l'avoir fixé solidement à Tune de 
ses extrémités AB, nous le soumettons, à l'autre 
extrémité CD, à une tension totale de N kjlog. Sous 
cette influence, le prisme- s'allonge ou se raccourcit 
en tout d'une quantité que nous mesurons , et que 
nous appelons l mètres. 

Puisque le prisme est homogène, les allongements 
produits dans des portions ayant primitivement la 
^ "^ même longueur, sont égaux. Par suite, l'allonge- 
> ryv^ ment par mètre courant 

i^L. (1) 

Ce rapport i porte le nom Rallongement 'proportionnel 
ou de raccourcissement proportionnel suivant le sens 
dans lequel agit la force N. Dans le dispositif flg. 19, c'est 
d'un allongement qu'il s'agit. Ce terme peut du reste s'em- 
ployer d'une manière générale en considérant un raccourcis- 
sement comme un allongement négatif, ou inversement. 

Puisque la tension totale N^ agit au centre d'élasticité de 
la section CD et , par conséquent , de toutes les autres , il en 
résulte qu'elle se répartit uniformément sur toute la section; 
d'où l'on conclut que, pour chacune des fibres élémentaires , 
la tension par mètre carré est la même et égale à 

N 
P=S (2) 
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Dans l'essai que nous venons de décrire , on mesure, par 
les moyens connus , les quantités L , S , N et / et Ton en 
déduit, par le calcul, la tension P kil. par mètre carré et 
rallongement i par mètre courant. 

L'expérience prouve que l'allongement i varie lorsque la 
tension P des fibres varie. On peut donc se donnor d'avance 
une série de valeurs de P, et mesurer pour chacune d'elles 
l'allongement i produit, dresser le diagramme de cette der- 
nière fonction et trouver ainsi la loi suivant laquelle les 
allongements proportionnels varient avec les tensions des 

fibres. A cet eflet soient : /o , /| , e'j les allongements 

pris sous les tensions P^, P,, P, traçons les axes OX et 

OY , fig. 20 ; sur Taxe des a? et à partir du point , vers la 




gauche , portons une longueur ÔÂ pour représenter un mètre 
et traçons la droite AB parallèle à OY : puis, sur l'axe OX , 
à la même échelle , et à partir du même point , portons des 

longueurs égales à «o , /| Choisissons une échelle pour le« 

tensions P et faisons WJ^ = Po, WJ, = P, Les points M 

se trouvent sur le diagramme cherché qui peint aux yeux 
la loi du phénomène. 

Il est utile de compléter l'expérience en mesurant aussi 
les raccourcissements V sous des compressions P', et en 
construisant le diagramme OM'. 
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On pourrait rechercher les formules algébriques propres 
à exprimer avec un certain degré d'exactitude les lois impli- 
quées dans les diagrammes d'allongement et de raccourcisse- 
ment , et s'aider en cela des prévisions qui naissent de la 
connaissance préalable de certains faits physiques néces- 
saires. Par exemple, dans le cas présent, il semble évident 
que, quelle que soit la compression exercée sur le prisme, 
on ne peut la pousser jusqu'à en réduire la longueur à zéro. 
D'où il faut conclure que la droite AB est une asymptote à 
la courbe de compression. 

Mais notre but n'est pas de rechercher les lois physiques 
de la compression et de l'allongement ; c'est seulement de 
montrer d'une manière générale ârnis quelles limites on 
peut étendre les lois vulgairement admises dans l'art de la 
construction des machines. 

40. Quelle que soit la matière sur laquelle on opère, 
l'expérience prouve : V* que le diagramme d'allongement 
commence par une portion OD sensiblement rectiligne , et 
pour laquelle, par conséquent, les allongements croissent 
proportionnellement aux tensions ; 2° qu'il en est de même 
pour une portion OD' de la courbe des compressions ; 3<^ que 
ces deux portions à peu près droites sont dans le prolonge- 
ment l'une de l'autre et par conséquent appartiennent à une 
même courbe ; ce qui revient à dire que, entre les limites D 
etD', la proportion entre les allongements et les efforts 
d'extension est la même qu'entre les raccourcissements et 
les efforts de compression; 4<^ qu'en dehors des limites D et D' 
la courbure des diagrammes devient sensible ; 5<^ qu'enfin la 
pièce finit toujours par se briser en morceaux, de manière 
que la continuité du phénomène cesse. 

50. Définitions. -^ La tension CD , après laquelle les 
allongements croissent plus vite que les tensions, porte 
le nom de coefficient de résistance à Veœtension. Nous 
l'appellerons R^ 

La tension CD', après laquelle les raccourcissements 
croissent moins vite que les compressions, porte le nom de 
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coefficient de résistance à la compression. Nous rappelle- 
rons R'. 

51. Remarqae Imporlanle.— Dans la pratique des cons- 
tructions mécaniques on ne soumet pour ainsi dire jamais 
une pièce à des tensions supérieures aux coefficients de 
résistance. Il s'ensuit que la loi de proportionnalité des 
déformations aux tensions peut être admise pratiquement 
entre ces limites sans qu'il en résulte d'erreur préjudiciable. 

Bien plus les f)raticiens les plus éclairés conseillent de 
calculer les dimensions des solides de résistance, de façon 
qu'en aucun point la tension ne puisse dépasser une fraction 

R R' 

— ou — du coefficient de résistance. Ce nombre n a reçu le 
n n 

nom de coefficient de sécurité. Il n'est presque jamais infé- 
rieur à 2 , et on le fait quelquefois égal à 20 ; la valeur à 
adopter dépend de conditions purement pratiques relatives 
à chaque cas particulier. Il est toujours imprudent d'em- 
ployer pour n de trop petites valeurs surtout lorsque l'on 
n'a pas fait d'essais directs sur les matériaux dont on fait 
usage et que l'on se fie aux renseignements des formulaires. 
5ît. Puisque l'on ne pousse jamais la tension que bien en 
deçà des coefficients de résistance, on peut considérer la loi 
suivante comme applicable à toutes les constructions méca- 
niques. 

Dans les limites adoptées pour les constructions méca- 
niques et comprises entre les deux coefficients de résis- 
tance , rallongement par mètre courant est proportionnel 
à la tension par mètr^e carré ; et le coefficient de propor- 
tionnalité est le même pour l'extension et la compression. 

Cette loi s'exprime analytiquement par l'équation 

P = E2, (3) 

dans laquelle le coefficient . introduit pour la rendre homo- 
gène , porte le nom de coefficient d'élasticité longitudinale., 
ou module d'élasticité longitudinale. 

Si F est exprimé en kil. par mètre carré , il en est de même 
de E. Nous trouvons très reprochable la définition que l'on 
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donne quelquefois do ooefflci^ai d'élasticité E : la tension 
sous laquelle un corps prismatique homogène, soumis à un 
effort dans la direction de sa longueur , s'allongerait d'une 
quantité égale à sa longueur primitive, en supposant qu'un 
tel allongement soit possible. Les limites très resserrées 
entre lesquelles la loi ci-dessus énoncée est admissible, ne 
permettent pas d'adopter une telle déOnition, absurde en 
tout cas lorsqu'il s'agit de compression. 

53. ReHMir^Hc. ~ Lorsque l'on veut ùdre connaître la 
propriété caractéristique d'un corps sous le rapport de son 
élasticité longitudinale, on donne la valeur du coefficient E 
pour chacun de ses points. Si le corps est homogène, E est le 
même pour tous les points. 

54. Pr^MèHM Ë,— Étant donnés un priS7ne élémentaire 
de longtieur primitive L"», de section S"^ , et la tension 
totale N^ à laquelle sa section CD (fig 21 ), est soumise^ 
on demande de trouver la tension par mètre carré en un 
point Quelconque de cette section. 



Fig^t 







Appelons : s"^ , la section d'une fibre élémentaire quel- 

G 
conque dont l'élasticité est E ; 6, sa tension totale et ^ == - 

sa tension par mètre carré cherchée; f , l'allongement pro- 
portionnel, le même pour tous les points de la section, 
(n*> 45,P). En vertu de l'équation (3), n<> 52, 
^ = Ee, 

d'où 9 = 5^ = 5E/. 

3 
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Chacun des points de la section CD est donc soumis à une 
tension 9. Toutes les tensious Q sont parallèles et de même 
sens; elles ont donc une résultante unique égale à leur 
somme , 

et dont la droite représentative passe par le centre d'élasti- 
cité 0. Cette résultante doit faire équilibre à la tension totale 
N (n*> 42), et par conséquent doit lui être égale : 

N = ilEs, (4) 

On en déduit successivement : 

La quantité 2 E^ porte le nom de ressort longitudinal 
de la section. Pour les corps homogènes, elle devient E25 

= ES. En ce cas 

N 
< = f. (7) 

ftft. Exemple. — La section donnée est carrée et S = O^q^Ol; entre 
l'un des côtés et son paraUèle l'élasticité va en augmentant uniform 'ment 
depuis E = 10,000,000,000 k. par mètre carré jusque E, = 30,000,000,000. 
La tension totale N = 50,000''. On demande t et t. 

2E«= fEcdœ= f fE, + Çi:il5îaî\cda?=5l±ËîS=200.000,00Ok. 



' - = 0,00025, soit */* millim. par m. courant. 



200,000,000 
to = 2,500,000 ; ^ = 7,500,000 k. par m. q. 

50. Problème II. — Étant donnée la tension totale N^ 
agissant sur la section considérée d'un prisme homogène, 
déterminer faire S"»'» qu*il faut donner à cette section 
pour que la tension ne dépasse pas V^par mètre can^é. 

Dans réquation (7) S est la seule inconnue , donc 
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ft9. Exemples. — I. Une tige de fer soumise à une tension totale de 
10,000 kil. doit avoir une section circulaire. Calculer au millimètre près 
le diamètre qu'il faut lui donner pour que la tension ne dépasse pas 
5,000,000 kil. par m. q. 



Tre? 



10,000 



5,000,000 ' 



d*où d = 0™,051. 



II. Un piston de 0™,60 de diamètre est soumis à une pression de 
50,000 k. par m. q. Calculer au mill. près le diamètre de sa tige pour 
qu'elle ne supporte pas plus de 1,000,000 k. par m. q. — On trouve 
d = 0^,135. 

59. Du solide dV^ale résistance à i^exlenslon. — Soit 
un solide de résistance soumis, en chacune de ses sections 
normales , à une tension totale dont la grandeur varie d'une 
section à l'autre , suivant une loi donnée ; on veut que le 
solide ait une forme et des dimensions telles qu'en aucun 
point la tension ne dépasse t^ par m. q. 

Deux manières se présentent de résoudre la question sui- 
vant que Ton veut économiser la main-d'œuvre ou la matière. 

A. Pour économiser la main-d'œuvre, on adoptera pour 
la pièce la forme géométriquement prismatique et on don- 
nera à toutes les sections les mêmes dimensions qu'à celle 
où la tension totale est la plus grande. A cet effet il con- 
vient de tracer le diagramme des tensions totales (flg. 22), 



Fi g. 22 




en prenant pour axe des x une 

direction perpendiculaire aux 
E sections normales, de telle sorte 

que la positiond'unesectionsera 
^J^ déterminée par son abscisse. 

Aux divers points 0, A, B, C. . 

de Taxe on élève des perpendi- 
culaires et, à partir de l'axe, sur chacune d'elles, on porte 
une longueur proportionnelle à la tension totale correspon- 
dante. Le trait continu DMM'E qui relie les extrémités de 
ces droites est le diagramme des tensions totales. Dans la 
fig. 22 , on voit que c'est à la section B que se trouve la plus 
grande tension totale. On calculera donc les dimensions de 
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cette section d*après le problôme II. Soit BQ~ une hauteur 
proportionnelle à Taire ainsi déterminée ; les autres , égales, 
seraient représentées par les ordonnées de la droite F H. 

Remarqae et déinitioii. — Supposons que, la pièce ayant 
été faite prismatique, la loi de variation de la tension totale, 
représentée par le diagramme DMM'E, subsiste, tandis 
que sa valeur absolue aille en croissant d'une manière conti- 
nue. Dès lors la tension par mètre carré ira aussi en aug- 
mentant continuellement dans chaque section. Mais Tabscisse 
du point M' restant invariable , c'est la section située au 
point B qui sera toigours la plus fatiguée ; si donc on pousse 
le procédé jusqu'à la rupture de la pièce, selon toute proba- 
bilité , c'est à la section B que la rupture se produira. C'est 
pour cette raison qu'on l'appelle section dangereuse, 

B. Si l'on cherche à économiser la matière, on calculera 
les dimensions des sections successives d'après la formule (8), 
mais de telle façon que la tension maxima donnée t soit 
atteinte dans chaque section. Le solide que Ion obtiendra 
ainsi ne sera plus un prisme géométrique, mais on lui donne 
le nom de prisme onsolide (T égale résistance à r extension. 

5». Problème 111. — Déterminer le solide d^égale ré- 
sistance à V extension dans les cas suivants, où l'on sup- 
pose que la fibre moyenne du solide est rectiligne et que 
le solide est homogène. 

1. La tension totale N, nulle à Vune des extrémités, 
va en croissant proportionnellement à la distance de là 
section à cette extrémité. Les sections seront circulaires, 
on obtiendra donc un solide de révolution ayant pour 
axe la fibre moyenne. 



Fig.23, 

l :—. fi 




Prenons (fig. 23) pour axe 
des X la fibre moyenne et pour 
origine l'extrémité où N = 0. 
Appelons y le rayon cherché 
de la section située h une dis- 
^ tance x de l'origine, et R celui 
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de la section située à la distance l du même point, c'est-à- 
dire à Tautre extrémité de la pièce. On donne 

N =px; 
donc 712/*=^; y*=-^^; 

La méridienne du solide est donc une parabole du second 
degré. 

Comme forme approchée et plus facile à exécuter, on peut 
choisir un tronc de cône engendré par la droite AB tou- 
chante en A à la parabole et pour laquelle R = 2r. 

2. Même problème, mais la tension totale croît pro- 
portionnellement au carré de la distance x. 

Solution. Try* ==^aî'; y ^ ±x\i ^ \ 

7rR« = |-^* ; y=±yaî. 

Le solide est un cône de révolution ayant son sommet à 
Torigine. 

Fig.2^. 3. Le solide de révolution est soumis à 
r une compression Q hiL à sa base supérieure 



fî 
I î .- 



/: 



y— 



et il supporte en outre dans les autres sec- 
tions le poids de la partie supérieure à raison 
de d ML par mètre cube (flg. 24). 



Solution. Tïp^t = Q + / $Tïy* 



dx. 



TT r' ^ = Q , d'où la valeur de r . 



I 

Différentiant , puis intégrant , on trouve 
1 y à 

et y^re^' , 

e étant la base des logarithmes népériens. 

Exercice. — Même problème, mais la pièce a un creux cylindrique de 
rayon r' donné. 
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Fiff.25. 41- Un câble à section rectangulaire ye 

*'(flg. 25) est soumis à la section infé- 
rie^ire \q à un poids Q'^; 5a section supé- 
rieure l'e' supporte en outre le poids du 
câble à raison de d ML par mètre cube. 
Le rapport des dimensions y et z des sec- 
tions rectangulaires est constant et égal 
à n. La tension m^aœima donnée est t. 

La solution rigoureuse conduit encore à 
une courbe logarithmique. En pratique , on 
adopte une solution approximative amplement suffisante en 
donnant la forme du trapèze aux deux sections longitudi- 
nales du câble. A cet effet, on calcule les dimensions ^, e de 
la section inférieure par Téquation 

let^Q, 

ou ne'^ = Q; 

et celles de la section supérieure, par Téquation 

ne^H == Q + -^ n (^'« + ee' + e* ). 

La tension V en une section quelconque située à la dis- 
tance a? de Textrémité inférieure du câble sera donnée par 

nzH^ = Q +i£ n (£' + e^ + e'), 



ou 



6 = 64- 



^ — e 



•X, 



Exemple. — On donne Q = 4000>^ ; $ = 1000 k. par m. c. ; n = 8 ; 

t = 1,000,000 k. par m. q. ; L = 500"». 

On trouve e = 0^,02236 ; / = 0™, 179; ef = 0'»,0288 ; /' = 0'n,230. H est 
facile de voir que la tension V est la plus petite à la section située à la 
distance x = 230" du bas. En ce point « = 0«.02532 et V = 984550 k. 
par m. q. En aucun point du câble la tension n'est supérieure à la tension 
donnée t, 

eO. Sar les déformations. — Problème IV. — Cher- 
cher l'extension totale d'un solide de résistance homo- 
gène , connaissant la tension totale à chaque section , 
dans le cas où la fibre moyenne est rectiligne. 
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Prenant la fibre moyenne pour axe des œ, appelons dx la 
longueur en mètres d'un prisme élémentaire à Tétat primitif 
et situé à la distance œ de l'extrémité de la pièce prise pour 
origine. Appelons £^ la longueur primitive totale du solide 
et dX rallongement total du prisme élémentaire de longueur 
primitive dx : rallongement proportionnel pour ce prisme 
sera 

dl 
^^ dx' 

et, en vertu de l'équation (5) n<* 54 , 

dx ES* 

D'où \= l.f ^ dx. (9) 

61. ApplicatioiiM. — 1. Dans le cas où ^ et ^ sont 
constants , 

^ ES ^ E ^• 

Exeinple.— Le premier du no 57 avec ;e=r35"> et E » 20.000.000.000 
k. p^r m. q., donne i = 0*»,00875. 

2. Dans le cas où N est variable en même temps que S , 

mais oii le solide a la forme d'égale résistance, le rapport 

N 

— = ^ est encore constant et 

Cette formule peut être appliquée au cas du câble à 
section décroissante avec une approximation suffisante en 
pratique. 

3. Dans le cas où Nest variable, mais où Von a dofine 
au solide la forme prismatique , S est constant et 



1 r^ 



dx. 



Digitized by 



Google 



— 40 — 

équation qui ne peut être résolue que dans les cas particu- 
liers où Ton connaît la fonction N. 

Exemple : Un câble à section uniforme et de longueur / 
supporte le poids Q^ à son extrémité inférieure, et en plus 
son propre poids à son extrémité supérieure S"« . On exige 
que sa tension à la section supérieure S soit égale à t kil. 
par m. q. 

On a pour calculer S : 

Ensuite N = Q-+- Sda? = S(/ — d^ + da?) 

d'Où l ^f. 

Si Ton avait fait le solide d'égale résistance on aurait eu 

Donc Textension totale est plus petite pour le solide pris- 
matique que pour le solide d'égale résistance sous les mêmes 
tensions. 

69. Problème V. — Bvaltter le travail des forces mo- 
léculaires pendant la déformation, et le travail par hil. 
de matière en action. 

Pendant qae le prisme élémentaire s'allonge de dl, la 
tension des fibres passe de à 9 en augmentant de quantités 
égales pour des augmentations égales de rallongement. Le 
travail de la tension variable est donc le même que si la 
tension avait été constante et égale à la moitié de sa valeur 

finale ou -- Donc, pour une section, ce travail est exprimé 

par — 2G = ~NrfX; et, pour la pièce entière, en remar- 

N 
quant que d\ = -=rsdx, etqueN = S^, on a 



T = ^/N ^ ^ = Tb/t- ^^ = àf'' ^''^^ 



(10) 
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I ft*Sdx 

Q = ^fsdx et T.= l==^^-i .(10) 

Jsdx 

O 

en appelant A le poids du mètre cube de la matière employée ; 
Q son poids total et T« le travail demandé par kil. 

Applicatl«B8. — I. Le solide est prismatique , mais la 

tension totale varie , sa plus grande valeur étant N'. En ce 

N' 
cas, V étant la tension la plus grande , on a S » -rp et 



1 pi 



Si, en outre N était le même pour toutes les sections , on 

t* 
aurait t = const. et Ti = g * « • 

II. Le solide a la forme d^égale résistance. Il en résulte 
t = const. et 

^* 2AE" 

Remarque. — Le travail T| , dans le cas du solide d'égale 
résistance, est plus grand que dans celui du solide prisma- 
tique soumis à la même tension totale variable N. En effet 

tous les éléments de la somme / t*dœ ont , dans le solide 

d'égale résistance, la plus grande valeur qu'ils puissent 
acquérir dans le solide prismatique et qu'ils n'y ont qu'en 
un seul point , celui où N = N'. C'est de cette propriété que 
l'on tire parti lorsque l'on donne la forme d'égale résistance 
à des pièces destinées à subir des chocs ou à détruire de la 
force vive. 

La même remarque pouvant se faire pour la flexion et la 
torsion , nous nous dispenserons de la répéter dans les cha- 
pitres suivants. 
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CHAPITRE III. 

GLISSEMENT OD CISAILLEMENT SIMPLE. 

SB. DoBuées d^expërlences et conventions. — Rappe- 
lons (jy^ 45,2<>) qu'une section normale d'un solide subit un 
glissement simple ou cisaillement simple, lorsqu'elle est 
sollicitée par une seule force appelée effort tranchant dont 
la droite représentative, située dans son plan, passe par 
son centre d'élasticité. 

Des difacultés pratiques , compromettantes pour l'exacti- 
tude des résultats, ont empêché de déterminer par des 
expériences directes les lois du cisaillement. Mais les conclu- 
sions d'expériences indirectes , celles de la théorie et de la 
pratique des constructions, portent à admettre que les lois 
du cisaillement sont , dans les mêmes limites, les mêmes que 
celles de l'extension et de la compression. Nous admettrons 
donc que , 

64. Dans les limites adoptées pour les constructions 
et comprises entre les deux coefficients de résistance, le 
glissement par mètre courant de la longueur primitive 
de la fibre, est proportionnel à V effort tranchant par 
mètre carré de la section. 

Soient : L"» , la longueur primitive du prisme élémentaire 

considéré, c'est-à-dire la distance indéfiniment petite entre 

deux sections normales consécutives; A™, le déplacement 

égal et parallèle de tous les points de l'une de ces deux 

sections par rapport aux points homologues de l'autre consi- 

k 
dérée comme fixe ; -7- = y sera le glissement proportionnel 

ou par mètre courant ; T^, l'effort tranchant qui a produit 
ce glissement ; S"^, Taire de la section considérée supposée 

T 

homogène ; p = -— , l'effort tranchant par mètre carré. 
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La convention ci-dessus s'écrira 

P = Gy, (lî) 

G représentant un effort tranchant , exprimé en kil. par 
mètre carré , introduit pour rendre l'équation homogène, et 
qui porte le nom de coefficient d'élasticité transversale. 

Pour toute substance il existe un rapport constant entre 
les deux coefacients d'élasticité. Pour les métaux employés 
dans les machines tels que le fer et Tacier, on estime que ce 
rapport est égal à 2,5, soit 

E = 2,5 G. 

Il en résulte que le centre d'élasticité longitudinale coïncide 
avec celui d'élasticité transversale; et on l'appelle simple- 
ment centre d'élasticité. 

Quant au coefficient de résistance transversale, ou de 
résistance au cisaillemenl , on l'estime généralement aux 
quatre cinquièmes du plus petit des deux coefficients de 
résistance à l'extension et à la compression. 

05. Problème I. — Étant donnés un prisme élémen- 
taire de longueur primitive L™, de section S™^, ainsi 
qv.e V effort tranchant T^ auquel sa section est soumise, 
et le coefficient d'élasticité transversale G en chaque 
point, on demande de trouver la tension 'par mètre carré 
en un point quelconque de cette section. 

Appelons 5, la section d'une fibre élémentaire quelconque 
dont l'élasticité est GV»»*!; Qi^, sa tension transversale et 

g 

; = — sa tension transversale par mètre carré ; c'est-à-dire 

la quantité cherchée; y, le gUssement proportionnel, le 
même pour tous les points de la section. En vertu de l'équa- 
tion (11) ci-dessus, 

d'où e = 5^ = 5Gy. 

Chacun des points de la section considérée est donc sou- 
mis à une tension 0"^, et toutes ces tensions sont parallèles et 
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de même sens ; elles ont donc une résultante unique égale à 
leur somme , ou égale à 

et dont la droite représentative passe par le centre d'élasti- 
cité 0. Cette résultante doit faire équilibre à Teffort tran- 
chant T (n<> 42) , et , par conséquent , doit lui être égale : 

T = y25G. (12) 

On en déduit successivement : 

^-G^. (14) 

La quantité iQs porte le nom de ressort transversal 
de la section. Pour les corps homogènes , elle devient 
G25 = GS, et, en ce cas, 

T 
/=i. (15) 

66. Problème II. — Étant donné l'effort tranchant 
T^ agissant sur la section considérée d'un prisme homo- 
gène, déterminer faire S"*» de cette section de manière 
que la tension ne dépasse pas V^ par mètre carré. 

Dans l'équation ( 15) , S est la seule inconnue; donc 

T 

S = -^. (16) 

•9. Exemple. — Deux tôles reliées par un rivet exercent sur lui un 
effort tranchant de 1800''; on demande de calculer au millimètre près le 
diamètre qu'il faut donner au rivet pour qu'il ne supporte pas plus de 
4,000,000 de kil. par m. q. 

On trouve d = 0^,024. 
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CHAPITRE IV. 

FLEXION SIMPLE. 

OS. On dit qu'une section normale d'un prisme de résis- 
tance a éprouvé une flexion simple lorsqu'elle n'a subi, par 
rapport à la section indéfiniment voisine, qiïune rotation 
autour d'une droite située dans son propre plan et passant 
par son centre d'élasticité. 

Les fibres situées dans l'une des deux régions dans les- 
quelles cette droite divise la section, se raccourcissent, 
tandis que les fibres situées dans l'autre région s'allongent. 
Les fibres dont les bases se trouvent sur cette droite de 
séparation, restent invariables, ne s'allongent pas et ne se 
raccourcissent pas. Pour cette raison , cette droite est appelée 
aœe neutre ; on dit encore a^e de flexion et axe déquilibre, 

69. Problème 1. — Connaissant le moment fléchissant 
X^ qui fait éprouver, autour d'un a^e donné, une flexion 
simple à une section donnée d'un solide de résistance, 
trouver la tension en kiL par m. carré en un point quel- 
conque de cette section. 

Soient (fig. 26) : CD et AB, deux sections normales 




indéfiniment voisines, à une distance L" l'une de l'autre; 
CD' la position de CD après que cette section a fléchi et 
tourné d'un angle Y autour de l'axe W W donné passant par 
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le centre d'élasticité 0. Nous supposons donc cet axe connu 
par avance et la position du plan du couple X , inconnue 
et à déterminer. Dans ce but, traçons Tellipse centrale 
d'inertie, puis le diamètre V V conjugué à WW et faisant 
avec ce dernier Tangle a. Appelons v et w les coordonnées 
d'une fibre s quelconque , par rapport à ces deux diamètres 
conjugués; u et u\ les distances perpendiculaires de cette 
même fibre s à ces mêmes diamètres , de manière que 

te = î? sin a, u^ = w sin a. 

La fibre s étant tendue dans la direction des arêtes du 
prisme, sa .tension sera donnée , en vertu de l'équation (3) , 
par 

e = ^E5; (17) 

cette tension est positive ou négative , suivant la région à 
laquelle appartient la fibre s. 

Toutes les tensions 0, étant parallèles, se composent ou 
bien en une résultante unique, ou bien en un couple unique. 
Si elles donnent lieu à une résultante unique, celle-ci est 
égale à leur somme algébrique ou à 

29--f.lE5M. 
Là 

Mais 2E5W = 0, 

parce que (n^ 24) c'est une quantité proportionnelle à la 
somme des moments des forces élastiques E^, par rapport à 
l'axe W W qui passe par le centre d'élasticité. Il en résulte 
que les tensions Q se composent en un couple unique qui, 
devant faire équilibre au couple donné X , lui est égal et 
opposé. 

Reste à trouver le plan de ce couple. A cet efl*et, remar- 
quons qu'un couple n'a aucune énergie par rapport à une 
droite quelconque de son plan, puisque la projection de soi: 
axe représentatif sur une telle droite est nulle. Si donc il 
existe dans la section CD une droite par rapport à laquelle 
la somme des moments des tensions est nulle, cette droite 
appartient nécessairement au plan du couple X et en est , 
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par suite, la projection sur le plan CD. Or, la droite VV, 
diamètre conjugé à Taxe neutre WW, jouit de cette pro- 
priété , car on a 

W 
20w' = -Y~sin'a2E5î?w? = O, 

Là 

puisque 2 Est; w?. est le produit dlnertie par rapport à deux 
axes conjugués de l'ellipse centrale d'inertie (voir n® 31). 
Donc V V est la projection du plan du couple X et une droite 
de la section CD, telle que OX, perpendiculaire à VV, en 
est l'axe représentatif. 

Enfin , puisque le couple X et celui des tensions par rap- 
port à Taxe neutre doivent se faire équilibre , on a 
16tc == X sin a, 

W 
ou •j-2E5tt« = Xsina; 

,. . W X sin a 

û+ , ^ X sin a 

yo. La quantité lEsu* porte le nom de moment (Vin- 
flexibilité de la section par rapport à l'axe W W. Pour les 
corps homogènes, elle devient E25w« = EI, I étant le 
moment d'inertie de la section par rapport à l'axe W W. 
Pour les sections homogènes, l'équation (19) qui sert à 
résoudre le problème I devient donc 

- Xsina 

t==u -y—. (20) 

11. Il résulte de l'équation (20) que, pour les sections 
homogènes la fibre s a une tension d'autant plus grande 
qu'elle est plus éloignée de l'axe neutre; par suite, la fibre 
la plus fatiguée est la plus éloignée de Vaxe neutre. Si donc 
nous appelons w' la distance à l'axe neutre de la fibre qui en 
est la plus éloignée, et/^kil. par mètre carré, la tension de 
cette fibre la plus fatiguée , nous aurons : 

^ Xsina , 

f 1 — u\ (21) 
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T». La quantité — porte le nom de module de flexion de 

la section par rapport à Taxe neutre WW ; et , comme Xsin a 
est le moment de flexion estimé suivant le même axe neutre , 
on peut traduire Téquation (21 ) mise sous la forme suivante 

I Xsin a , , 

i? = -7- <'') 

comme suit : Dans le cas de la flexion simple et pour les 
sections homogènes, le module de flexion est égal au mo- 
ment de flexion estimé par rapport a Vaxe neutre et divisé 
par la tension de la fibre la plus fatiguée. 

IS. Si le couple donné M*" agit dans un plan contenant 
Tun des axes principaux d'inertie, Tautre axe principal 
devient Taxe neutre, et, comme il est perpendiculaire 
au premier, sina= 1 et les équations (19), (20) et (22) 
deviennent respectivement 

^ = K^vl^-7' ("23) 

M 
t^ jU, (24) 

I M 

T4. Problème 11. — Étant donné le moment fléchis- 
sant X^ agissant seul sur une section d!un prisme 
homogène y ainsi que le plan dans lequel il agit; connais- 
sant en outre la figure géométrique de la section , déter- 
miner ses dimensions de manière que la tension de la 
fïbre la plus fatiguée ne dépasse pa^ îhiL par mètre carré. 

Puisque la figure géométrique de la section est donnée , 
on connaît le rapport de ses dimensions, ou tout au moins 
une seule de ses dimensions reste inconnue. Par conséquent 
le module de flexion peut s'exprimer en fonction d'une seule 
de ces dimensions. Celle-ci sera donc la seule inconnue dans 
réquation (22) qui servira à la déterminer. 
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Vft. Rxemple. — Nous avons vu n^ 44 que le solide fig. 4 , n^ 22, est 
soumis à un moment de flexion de 4250 km agissant dans un plan qui 
fait avec Taxe des y un angle de I51o55' et qui se projette sur le plan 
des yz suivant une droite que nous appelons VV. L'axe neutre a, par 
conséquent, la direction WW du diamètre conjugué à VV. Au n® 32, 
nous avons trouvé que la droite WW fait un angle de 25o6' avec Taxe 
des z et, par conséquent, Tangle a = 151o55' — 25o6' = 126o49'. La 
section du solide considéré est rectangulaire (fig. 12) et 6 = 2h, Son mo- 
ment dUnertie I par rapport à Taxe WW, 

I == ^ sin« fif + ^~ co8«>' = 0,01604 &*. 

La fibre la plus éloignée de Taxe neutre est au sommet A et sa distance 

à. l'axe neutre WW est 



. ^ cos ^ + Y sin pf = 0,4385 b. 



On en déduit 



-7 = 0,03658 6». 



Ensuite on a X sin « = 4250 X 0,8006 = 3403 km. 

La plus grande tension f^= 4 000 000 k. par m. q. 

3400 



On en déduit 
d'où 6» = 0,02325; 



0,03658 6» = - ^^^^,^. 
4 000 000 

b 
6=:0"»,286 et ^ = -g' 



= 0"a,143. 



VS. Antre exemple. — La section considérée est soumise à un couple 
de flexion de 2000 km. agissant dans un plan qui contient un des axes 
principaux ; on veut que la tension de la fibre la plus fatiguée ne dépasse 
pas 5,000,000 de kil. par mètre carré. 



a. Section circulaire pleine, d 

b. Section circulaire creuse, D = 2d . . . 

c. Section en losange, diagonales D »= 2d . 

d. Section carrée, plan du couple parallèle 
à un côté 

e. Section carrée, plan du couple parallèle 
à une diagonale . . 

f. Section rectangulaire, D - 2d 



1 




uf 




Trd» 






. d= 0™,160 


32 ' * 




15 11 




— — D». 


.D = ,164 


16 32 




d» 






. d = ,169 


12 * ' * 




c» 




T 


.c = ,134 


c» 






. c=0 ,151 


6 1/2" 




2d» 




^" * ' ' 


. d = ,085 




4 
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-so- 
lidaire des sections est respectivement : 

a = 0'nq,0201 , d = 0»<ï,0180 , 

6=0 ,0158, ff = ,0228, 

c=0 ,0286, /' = ,0145, 

y y. Du solide d^égale résistance A la flexion. — Suppo- 
sons que le moment de flexion agissant aux diverses sections 
d'un solide homogène varie suivant une loi donnée , et qu'il 
ait , par conséquent , pour Tune de ces sections , une valeur 
plus grande que pour les autres. Si Ton fait en sorte que , 
pour cette dernière section , la fibre la plus fatiguée n'ait que 
la tension ipaxima /'voulue , on obtiendra les dimensions de 
cette section par Tune des formules (22) ou (25). Dans la 
suite, nous supposerons que le couple agit dans un plan qui 
contient l'un des axe principaux d'inertie, de manière que 
c'est la formule (25) que nous viserons seule. 

Si l'on donne au solide la forme d'un prisme géométrique 
ayant pour base la section calculée par la formule (25) , (afin, 
par exemple , d'économiser la main-d'œuvre) , la fibre la plus 
fatiguée dans toutes les autres sections aura une tension 
moindre que /*. Dans ce cas , si l'on suppose que les moments 
fléchissants croissent continuellement , mais en conservant 
entre eux toujours le même rapport , il arrivera un instant 
où la rupture aura lieu , et la rupture se produira nécessai- 
rement à la section où le moment est le plus grand. Telle 
est la raison pour laquelle cette section est dite dangereuse. 

Si, au contraire, pour économiser la matière, on fait en 
sorte que , dans toutes les sections , la tension de la fibre la 
plus fatiguée soit la même et égale à f , le solide obtenu 
prendra le nom de solide d'égale résislance à la flexion. 

18. Problème lil. — Faisant abstraction de V effort 
tranchant, supposant le solide homogène y sa fibre moyenne 
primitivement rectiligne et le moment de flexion agissant 
dans un plan qui contient Vun des axes principaux 
dUnertie de chaque section , chercher la forme géomé- 
trique du solide d'égale résistance à la flexion dans les 
cas suivants : 
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'^ Fig.2,7. 1. Solide encastré à Vune de ses ex- 

^ trémités et sollicité à Vautre par une 

À ^ ; 1 ^ /brce unique P hil. (fig. 27). Le moment 

Vj 1 L J t\is fl/^-vîrvTi /1CI+ "D /y» 



^-^-"TT— 3c---i de flexion est Po?. 



I In A. Section circulaire pleine ; rayon y . 



Module de flexion —— 
4 



4 


= 


P^ 


ttR» 

4 


= 


PI 
f 



' •■•-i''t 



) 



Le solide de révolution a pour méridienne une parabole 

cubique. Forme approchée avec section dangereuse à Ten- 

castrement , un tronc de cône de révolution engendré par 

la touchante en A à la méridienne et dont la petite base en 

2 
B a pour rayon - R. 

B. Section rectangulaire, dont la base est constante et 
égale à b , hauteur 2 y. 

Module de flexion -by*. 
2 , , Pa? 






Le profil longitudinal est une parabole du second degré. 
Forme approchée, un trapèze avec petite base égale à la 
moitié de la grande qui se trouve à l'encastrement. 

C. Section rectangulaire dont la hauteur h est cons- 
tante. Base2y. 

Module de flexion -^ • 



-'f 
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Prisme dont la base est un triangle isocèle. 

D. Section rectangulaire dans laquelle le rapport de la 
base 2y à la hauteur 2z est constant et égal à n. 

4 4 

Module de flexion -^yz* =- — nz^. 

4 , Pâ? \ 

4 ,. p/ ^' = '^'7- 

Le profil longitudinal projeté sur le plan horizontal ou 
sur le plan vertical présente la forme d'une parabole cubique. 
On peut remplacer les projections par des trapèzes dont la 
petite base est égale aux deux tiers de la grande , et dans 
ce cas il y a une section daDgereuse à Tencastrement. 

Flg. 28. 2. Solide encastré à une extrémité 

^ et sollicité par une charge unifor- 

Tl — I — rn — P ^^^^^^ répartie le long de la fibre 

111111 moyenne àraisonde^kiL par mètre 

courant. (Fig. 28.) Le moment de 



i 



flexion est ^-r- • 

A- Section circulaire pleine , rayon y. 
Tzy^ __PJ^ 

B. Section rectangulaire dont la base est constante et 
égale à b ; hauteur 2y. 



4 


n 


R» 

4 


pi* 

2/" 



lby*= 



pœ* 



'='W' l 



•i""- 2/-' ( ... .,^' ,. , ^X 

3 'zr 



' = ^'T' y = ^^T 
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C. Section rectangulaire dont la hauteur h est constante. 
Base 2p. 

3 ^ Y/^' f _, •'^* 
3 ~ 2/-' ) 

D. Section rectangulaire dans laquelle le rapport de la 
base 2y à la hauteur 2z est constant et égal à n. 

Forme approchée : un tronc de pyramide dont la grarde 
base, àTencastrement, est un rectangle ayant pour base 
2nh et pour hauteur 2h ; la petite base à Textrémité libre de 

la pièce a pour dimensions — — . et -r- • 
3. Le solide repose sur deux appuis de niveau placés 



«. Fig.2Ç, ^ aux eœtré?nités A et B{ûg. 29), 

M r-:r~~*î ' ^^ supporte une charge ver- 

a \ I \o __^ ticale unifo^^mément répar- 

^ tie sur toute la longueur 1™ 

/ ^ delà fibre moyenne , à raison 

de p kil. par m. courant. 

Comme il y a nécessairement équilibre entre les forces 
extérieures (n^ 38 \ à cause de la symétrie, chacun des deux 

P l 
appuis doit supporter la moitié de la charge totale ou —-. 

4/ 

Il s'ensuit que le moment de flexion de la section C D située 

à la distance x"^ du point milieu de la pièce se compose 

du moment de la réaction au point A ou ^ ( -- — a?) et 

du moment , en sens contraire , de la charge uniformément 

répartie sur la longueur /— — ^) ou p {-r — d? i •- \ — —oc\. 



Digitized by 



Google 



— 54 — 



„„.. „_p.(|-.)(,_^+.)_|.(^_,.). 






Pour une section circulaire pleine de rayon y, on aurait 
ny^ _ p /l* 

ttY» 
4 

Cet exemple suffit pour montrer comment on peut traiter 
les autres. 

4. Le solide repose sur deux appuis placés à des dis- 
tances c égales des deux extrémités et il supporte une 
charge 2 P en son milieu et une charge P à chaque extré- 
mité. Sa section est circulaire pleine, (Fig. 29 bis. ) 
2Pj. Fig. 29. bis 




Entre A et B, le moment M, = Pa?, 
- BetD, - M M4== — Pa? + 2Pc. 

La symétrie dispense de faire a? > AD ou > — • 

Donc -|-=_a?, ^ 

ttR» p m/» = R» — ' entre A et B. 






ttR» p 



entre 
BetD. 



4 /* 

On voit qu'au point Coù ^ = 2c, 2/==0et qu'au milieu 

-- + 2C 

a? = ^, R' est donné par R'» = R» — ^- 

2 ^ 
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2 
Forme approchée : tronc de cône AB ; rayon en A , — R; 

BC , le même tronc de cône placé en sens inverse ayant en C 

2 
un rayon égal à — R ; entre C et E , un cylindre ayant R' 

o 

pour rayon. Exemple essieu de wagon. 

79. De la section dangereuse ponr la flexion. — Non» 
entendons par là la section pour laquelle le moment de 
flexion est le plus grand; nous faisons donc abstraction de 
tout effort tranchant et nous limitons la question au cas 
des solides géométriquement prismatiques et homogènes. 

Dans le cas où un solide, reposant sur deux appuis, 
est primitivement rectiligne et supporte uniquement des 
charges normales à sa fibre moyenne et agissant toutes 
dans un même plan qui la contient , la recherche de la posi- 
tion de la section dangereuse et de la valeur du moment 
fléchissant en chaque point est facilitée par l a[)[)lication du 
théorème suivant. 

SO. 'l'héopéme. — Dans le cas où un solide homogène , 
primitivement rectiligne et reposant sur deux appuis 
de niveau, est soumis à des charges réparties d'une "tna- 
nière quelconque^ mais toutes verticales et agissant dans 
un même plan qui contient la fibre moyenne , le moment 
fléchissant à une section quelconque est égal à faire de 
la portion du diagramme de f effort tranchant comprise 
entre cette section et lune des extrémités de la pièce. 

Soit (flg. 30) AB la fibre moyenne d'un solide reposant 
sur les appuis A et B et soumis à des forces verticales agis- 
sant dans le plan de la figure et que nous appelons P, , P„... 
Les réactions des appuis sont déterminées par les deux 
relations qui expriment 1® que la somme algébrique de toutes 
les forces est nulle ; 2° que la somme de leurs moments par 
rapport à un point quelconque du plan est nulle également. 
Connaissant par là les réactions , on calcule : !<> Teffort 
tranchant T*^ à une section CD quelconque, par cette con- 
dition qu'il est la résultante de tous les efforts normaux 
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extérieurs agissant depuis la section considérée jusqu'à 
Tune des extrémités E de la pièce , et 29 le moment fléchis- 
sant M^°^, à la même section , par cette condition qu'il est 
égal à la somme des moments de toutes les forces exté- 
rieures agissant depuis l'extrémité E jusqu'à la section con- 
sidérée, ces moments étant pris par rapport au centre 
d'élasticité de cette section. 

Or, supposons que les charges P|, P,, F,,... agissent en 
des points situés à des distances respectives a?*, a?, , a?5, .. 
de Torigine E, et que la section CD soit à une distance 
variable x de la même origine. Les réactions n'agissant pas 
autrement que les forces F, nous ne les désignerons pas par 
une lettre spéciale. D'après ce qui vient d'être dit , on a (* ) 

T = rF, 



et 



M = 2''F(a? — a?n). 



Si l'on place la section C D entre les points d'application de 
F| et de F, , l'effort tranchant est simplement F| ; par consé- 
quent, entre les points E et A, le diagramme de l'effort 
tranchant est une droite G H parallèle à l'axe EF. Si l'on 
place la section CD entre les points A et N d'a[»plication des 
forces Fj et F5 , l'effort tranchant sera égal à la somme 
algébrique des forces extérieures F, et F,; et , par suite , son 



(*) 



dœ o 
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diagramme sera une droite IK parallèle à Taxe E F et à une 
distance P| -f-P,. Et ainsi de suite.... Le diagramme de l'effort 
tranchant sera donc composé de portions de verticales et 
d'horizontales, comme l'indique la double ligne EGHIKL 

Si Ton considère comme positifs les efforts tranchants 
représentés par les ordonnées au-dessus de E F, il faudra 
considérer comme négatifs ceux qui sont représentés par 
des ordonnées situées en dessous de EF. 

Quant aux moments celui de la force F, par rapport à la 
section CD est P, (â:; — a?,) (*) produit égal à l'aire du rec- 
tangle EGC'D. Le moment de F, est P, (a? — a?,), produit 
égal à l'aire du rectangle HICC. Le moment de Pg est 
— Pj (00 — x^), produit égal à l'aire KLCC" qui doit être 
considérée comme soustractive. Ainsi de suite.. . La somme 
algébrique de ces moments , 

P, (0? — iz?, ) -t- P, (0? — a?, ) + Pj ( 0? - .a?, ) , 

égale au moment fléchissant M , est donc représentée par 
Taire EGHIKLCC'DE de la partie du diagramme comprise 
entre l'extrémité E de la pièce et la section CD. 

Si les forces étaient réparties suivant une loi quelconque 
donnée, le diagramme de l'effort tranchant cesserait d'être 
composé de portions de droites verticales et horizontales ; ce 
seraient des droites inclinées ou des portions de courbes ; 
mais la propriété de l'aire d'être égale au moment fléchissant 
n'en subsisterait pas moins, car elle est indépendante de la 
figure géométrique de l'effort tranchant. 

Cela posé, il est nécessaire d'admettre que les aires situées 
au-dessus de l'axe EFontun signe contraire à celui des aires 
situées en dessous. 

Nous avons choisi arbitrairement l'extrémité E de la pièce 
pour point de départ, nous pouvions prendre l'extrémité F, 
et le moment fléchissant que nous aurions trouvé aurait été 
le même , au signe près. Il en résulte cette propriété remar- 



( *) En choisissant le point E pour origine, on a a?, — 0. 
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quable de Taire de reflfort tranchant, que toute section CD 
la divise en deux parties équivalentes, et encore que la 
somme des aires positives du diagramme de V effort t7*an- 
chant est égale à la somyne de ses aires négatives ; ce qui 
n'est qu'un autre énoncé de la seconde des conditions d'équi- 
libre entre les forces extérieures. 

De là résulte que le diagramme de l'effort tranchant doit 
nécessairement rencontrer au moins une fois l'axe EF. S'il 
ne le rencontre qu'une fois, en X par exemple, à ce point 
de rencontre se trouve la section dangereuse ; car si l'on 
fait voyager la section CD depuis l'extrémité E de la pièce 
jusqu'en X, l'aire va en croissant jusqu'à ce point; mais 
au-delà de ce point, l'aire devenant négative, le déplacement 
de la section C D a pour résultat une augmentation de la 
partie soustractive du moment de flexion. Ce moment aug- 
mente donc jusque X et diminue à partir de ce point. Donc , 
au point X , il passe par un maximum de valeur. 

Si le diagramme de l'effort tranchant rencontre l'axe EF, 
en plusieurs points, en chacun d'eux le moment fléchissant 
passe par un maximum de valeur. Mais parmi ces moments 
maximums , il y en a un i)lus grand que les autres et qui 
indique la position de la section dangereuse. 

SI. De IVncastremeiit. — L'encastrement a pour but 
de donner à l'extrémité de la fibre moyenne une direction 
déterminée. Pour produire cet effet, on y applique un couple 
appelé couple d'encastreme7it, dont la grandeur dépend 
des conditions dans lesquelles se trouve placée la pièce 

encastrée. 

Soit ( fig. 31 ) une poutre EB , sou- 
mise à la force P^ appliquée à son 
extrémité libre E, et prolongée jus- 
qu'en B dans un creux pratiqué dans 
le mur M. La force P tend à faire 
tourner la poutre autour du point A 
avec une énergie représentée par le 
^^ moment P/. Si l'on veut empêcher 

cette rotation et maintenir la poutre dans la position B E , 
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il est nécessaire d'opposer au couple PI un autre couple 
égal P'^ amené par la réaction du mur en G. Ce couple P7' 
est le couple d'encastrement. Son existence suppose que la 
poutre est prolongée dans le mur jusqu'à une certaine pro- 
foi^deur ; plus la longueur de la partie encastrée sera consi- 
dérable , moindre sera la réaction qu'il faut appliquer au 
point G. Nous ferons remarquer en outre que le point A doit 
offrir une réaction égale à F + P' et qui, par conséquent , 
dépend de la longueur de la partie encastrée. Pratiquement 
les réactions P' et P + P' sont à peu près uniformément 
réparties le long de la partie encastrée. 

H9. Extension an cas de rencastrement , de la pro- 
priété de l'aire do diagramme de l^elTorl Iranehanl. — Si 
l'on se donne la longueur de la partie encastrée , et si Ton 
connaît le moment d'encastrement, on pourra, sans inconvé- 
nient, considérer les forces du couple comme agissant aux ex- 
trémités de la partie encastrée. Alors il faudra regarder cette 
partie comme appartenant à la pièce, et uniquement soumise 
à ces forces jusqu'à la section d'encastrement non comprise, 
et tracer par cette considération le diagramme des efforts 
tranchants. Dans ce cas , la section dangereuse se trouvera 
encore à l'un des points où ce dia- 
gi'amme rencontre l'axe. Dans la fi- 
gure 32 , nous avons donné un exemple 
■^^de ce procédé qui montre que la section 
dangereuse se trouve à l'encastrement 
même. 

HS. Remarque. — Si l'encastrement était trop court , 
la force P' deviendrait assez grande pour que la réaction 
P 4- P' au point A obligeât à tenir compte de l'effort tran- 
chant dans le calcul de la pièce ; ce qui ne rentre plus dans 
les hypothèses précédemment admises. 

S4. Recherche de réiasUqne et des flèches de 
flexion. — La recherche des déformations que subit la fibre 
moyenne d'un solide soumis à la flexion , constitue l'un des 
problèmes les plus ardus de la résistance des matériaux. Mais 



FigSi. 
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lorsqu'il ne s*agit que de la construction des machines , on 
peut, sans commettre d'erreur préjudiciable, introduire 
certaines hypothèses qui simplifient considérablement les 
questions et n'ôtent pas à leurs solutions l'utilité pratique. 
Nous n'aborderons ici que les problèmes susceptibles de ces 
simplifications. 

Problème IV. — Quelle est la courbure affectée par la 
fibre moyenne d'un prisme élémentaire homogène pri- 
mitivement rectiligne, dont la section est soumise uni- 
quement à un moment de flexion agissant dans un plan 
qui contient l'un des axes principaux d'inertie, dans 
Vhypothèse où la variation de longueur de la fibre 
7noyenne élémentaire est négligeable. 

Soient (fig. :^3), AB et CD deux sec- 
^ tig.oo. ^ ^. tions indéfiniment voisines comprenant le 

3"jr prisme élémentaire considéré qui a une 
Q longueur primitive \}^ conservée par la 
fibre moyenne 00' après flexion; CD' la 
position nouvelle de la section CD après 



f ^ flexion , c'est-à-dire après qu'elle a tourné 

i / d'un petit angle ¥ autour de l'axe neutre 

1 /(? projeté au point 0, sous l'influence du 

j / moment de flexion M ; E , le point de ren- 

I / contre des deux droites O'B et OD' qui 

; / sont restées normales à la fibre moyenne , 

^V ce dont il faut conclure en toute hypothèse 

que ÔE == p est le rayon de courbure de la fibre moyenne 

au point ; 5 , la base d'une fibre élémentaire située à l'unité 

de distance de l'axe neutre ; s\ sa position après flexion , 

et , par suite is> = V , sa déformation totale. 

L'allongement proportionnel de la fibre s sera donné , en 
vertu de l'équation (18) par 

L "El* 



Digitized by 



Googk 



- 61 - 



Or, la siinilitiide des triangles OOE et s/'sO donne lieu à 
la proportion 



1 M 
Donc — =— = 

p El 






1 + /$^V 



\dx 



)J' 



Telle est Téquation qui permet de trouver la courbe 
affectée par la fibre moyenne fléchie, et qui porte le nom 
d'élastique. On la simplifie par cette considération que les 
déformations ne peuvent jamais être très-grandes en pra- 
tique , puisque , en aucun cas , les tensions ne peuvent 
atteindre les coefficients de résistance. SU en est ainsi , le 

carré du coefficient angulaire de la touchante ou ('^\ est , 

dans les limites de la construction, négligeable en présence 
de l'unité , et Téquation précédente devient simplement 






M 
Ei* 



(26) 



S5. Applications. — On demande de rechercher la 
courbe élastique dans les cas ci-après, où l'on suppose le 
solide primitivement rectiligne et homogène; abstraction 
est faite de V effort tranchant. 

r,. A. Le solide primitivement pris- 

^' ' matique, encastré à Vune de ses 

91^ . extrémités , est uniquement soumis 

^, à une force normale P^ appliquée à 

l'autre extrémité, (La figure 34 donne 

^ les diagrammes de Teffort tranchant 

et du moment de flexion. ) 

Soient : A B la fibre moyenne pri- 
mitive ; A , l'origine des coordonnées ; 
4— *~t^ AB, Taxe des x\ une perpendiculaire 
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pour axe des y. Le diagramme de TefTort tranchant montre 
qu'à la section CD, le moment de flexion est Pâ?. Donc 

dœ* El ' 

Les deux constantes C et C, introduites par l'intégration 

seront déterminées par les conditions de l'encastrement ; 

. du 
pour œ-^ l, î/ == et 3^ === 0. 



D'où 



f-+CetC=-f: 
= |-| + C'etC' = | 
Donc l'équation de l'élastique est 



^~ËÏ\6" "2"+ 3/ 



1 P^' 
A ^ = correspond Y = - -=p • 

On voit aisément qu'à mesure que œ croît, l'ordonnée 
diminue jusque 0, valeur qu'elle atteint quand œ -= L Donc 
la plus grande ordonnée est celle que nous avons désignée 
par Y; elle porte le nom de flèche de flexion, 

B. Même cas, mais au lieu d'un prisme géométrique , 
la pièce présente la forme d'égale résistance; les sections 
étant rectangulaires et à hase constante. 

Soit 2^ la hauteur de la section rectangulaire située à la 
distance œ de l'origine; cette hauteur (n<* 78, B) a été cal- 
culée par 

w' 3 f f ' 
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^^""^ '=\/ÏÏf'^ 



De l'équation -,=^, ondéduit ^=-^=-^. 

Donc ^ = ^=±i/^— • 

dœ» El E V 3P y/^ 



^-|\/¥(^V5+o), 

Les mêmes conditions que précédemment donnent 
G = '-2\JT et C'=-H-|W^ 

Donc 2^ = E Y^^ (|a? V^- ^^1 + 1 ^0 * 

Le moment d'inertie à la section d'encastrement , le même 
que dans le cas précédent (A), est égal à 



^V /• V2 



la constante sous le radical peut donc être remplacée par 

FlVT ^ 
:i Donc 

Et la flèche de flexion, valeur de y pour a? = est 

2 P^» 

le double de la flèche obtenue dans le cas précédent du solide 
prismatique. (Voir n° 61.) 

C. Le solide donné est prismatique (I^const,); il re- 
pose sur deux appuis de niveau et est soumis à une 
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^y 



charge P^ agissant à la dis- 
ta7ice c de l'appui de gauche. 



R ^^Ç-^ 

.^ ^ ^^ ^' (La figure 35 donne les dia- 

E 




ff grammes dereffott tranchant 
et du moment de flexion ; 
même observation pour les 
figures suivantes. ) 

Les résistances des appuis 
A et B sont respectivement 

l 



::^bR = F 



R. = P-f. 



Le diagramme de l'effort tranchant l'ait voir qu'entre les 
points A et E le moment de flexion est 



et , entre les points E et B. 
M, =Rc? — Rj (a? 



c) = Fjil — a))' 



Il faut donc résoudre le problème pour chacune des deux 
portions du solide. 
Entre A et E 



d*y 
dœ^ 

dy 
dx 



P c, 

-eT-T^' 



P c, lœ^ \ 



> -lî^(^+'=-+^') 



Entre E et B 



dx* 



= -|rT(^-'^)' 



-J^-^i l V 2 +^'/' 

P c i IX* X* , „ , rv \ 
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Les constantes seront déterminées par les conditions sui- 
vantes qui sont données : y = pour a? = et pour x = l. 
Pour œ = c, l'ordonnée de la première courbe est égale à 
celle de la seconde , et la touchante est aussi commune aux 
deux courbes. On a donc 

C' = 0, 
~^^ + C,/ + C', = 0, d'où C^ = -|~C,^, 

2^* + c« 



Doù 



C=-^(2^ 



C,=- 



c^ = 



Ic^ 



Donc les équations précédentes deviennent : 
— il £î r_^* c(2/~ c) 1 

P C| ra?»_c(2/— c?) 1 
EITLô 6" ^J' 



dy 
dœ 



rf^"El7r^ 2 
P cpo?* x^ 



6 

2/' + g * 
6 

2^* 4- g» 



6 



^+6- 



Pour c> Cl, la touchante est horizontale dans la région 
AE en un point dont Tabscisse est 



x=v/£«^).cVi+| 



2 £| 

3 c 
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Pour c =^c\ X == c, 

La flèche est la valeur de p correspondante à X : 

_ pc,c» /^ . çiy/t 

9\/3EH \ ^ c / 
Le moment est le plus grand au point E où sa valeur est. 



M' = P^. 



Fig.56, 



^n- 




D. Le solide donné, prisma- 
tique et horizontal repose sur 
un appui à l'une de ses extré- 
mités A (flg. 36), et il est en- 
castré à Vautre extrémité B. // 
est chargé d'un poids P*^ à la 
distance c de V encastrement. 

Le diagramme de Tefifort tran- 
chant ne peut être complété 
qu'après le calcul des réactions 
Ret R' aux appuis et du moment 
d'encastrement m. Toutefois, on 
peut tracer la figure en faisant en sorte que Taire A E , aug- 
mentée de celle qui représente le moment m , forme une 
somme égale à Taire négative E B , pourvu que A K repré- 
sente R', HI représente P et LB représente R. En prenant 
le point B pour origine des axes des coordonnées , on a 

Entre B et E 
M = Rœ — m , 
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Entre E et A 

M =Rc — m — R'{a7 — c), 
M = Pc — m — ;P — R) 0?. 



dp 
dx 



Les conditions données sont : j^ = pour a? = et pour 

^ = /; ~ = pour a? = ; pour a? = c, Ty et le ^ de la 

portion B E de la courbe ont des valeurs égales à celles des 
mêmes quantités pour la portion EA. De plus, Téquilibre 
entre les forces extérieures donne lieu aux deux équations 

P = R-hR', 
Rc — R' (/ — c) — m = ; 

soit en tout 7 équations de condition qui feront connaître 
les 4 constantes C, C\ C| , C\ , introduites par llntégration , 
et les trois inconnues R, R' et m. Les résultats sont les 
suivants : 

C=0, C, —,• R-P — , 



/n = Pc 



6 ' 2Z» 

2^« — c(3/-c) 



2Z« 



Il y a un point d'inflexion là où le moment M s'annule, 
c'est-à-dire pour Ra — m = o. Si Ton fait -r- = ^, on trouve 

T" -s;» — 3<2* t 2 
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L'ordonnée est maxima à une distance b de l'origine donnée 

par ^"""1 mô + C, 

si cette équation donne pour b une valeur plus petite que c , 
ou par = (Pc-m)6'-(P-R)-2-+C,, 
dans le cas contraire. Puisque C = , on a 



2m 
R 



2a 



d'où 



ou ft' = Z-.yz«. 



P~R 



A = 2 



/ * V 3Z — c V 3 



— .3: 



11 5 3 

Eiempic— Pour ^ = 2,onaR=.^P;R'=^P;m= — PZ; 



16 



, o 6 Z 

a=^ — l\ h^=2a = 1 > -T^ est inadmissible ; donc on a 

U 11 2 



l,i=.l(l L.\ =0,553 Z. 



E. Le solide donné, prismatique et horizontal, est en- 
castré à ses deux extrémités et supporte une charge de 
V^ appliquée à la distance c de l'une des extrémités, 

(Fig. 37.) 
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Les résistances verticales âux sections d'encast^aoïient 
sont R = -~ , Rj = — • 

En appelant m le moment d'encastrement en A , ôé point 
étant pris comme origine , on aura 

Entre A et E 

c 

dœ* El \ / / 

dy 1 /Pc. , . r, \ 

dx Kl\ 2/ */ 

Entre E et B 

Pc 
M = Pc — m — j-œ^ 

d^y 1 /,, Pc \ 
T^= ïTî (Pc — m r^)» 

^^ El \ l / ...... 

1 /Pco?' ma?' Pc , , ^, . ,,,\ 

Les constantes sont déterminées par les condition» sul-^ 

vantes : 

dv 
Pour a? = Oona«/ = 0, ~-=0. 
^ ' dœ 

dv 

dx 

n iz? = c « {^\ entre A et E = (^) entre E et B. 

Ce qui donne 



etm = V ^^ 



2 ' ' 6 
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Ainsi les dernières équations précédentes prennent la 
forme suivante : 
Entre A et E 
dy 
dœ 

1 PC| x^ 



1 Pc, rr. 



■c), 



1_ P£i^ ^ /^ £.\ 

^ ~'ei / ¥ IJ 2/' 



et entre E et B 

rf2/_ 1 Pc/ Ci^_^_£i\ 
"KÎ"rV^~2"^ 2 2/' 

1 Pc //«r« CiO?' â?» cl Z» , c^\ 



dœ 
^ ~ ÊI T \~2 



4 6 2 '^ 12 ' 4 /' 

Il y a inflexion aux deux points dont les abscisses sont 
0?' et a?", données par 
i' _ A ^„ aj» _ ^ = 0, 



c«a?' 



ou 



l 
(Pc- 



m) j- a;" = 0. 






1^2/ 



La flèche de flexion se produit au point pour lequel -p = o, 
ce qui donne ou bien a? = ou x = c, ou bien 

C 'T*' cl 

Ico —-^ x — '-T — -H-^^» soita?= loxji x^c. 

Les solutions a? = et a? = / correspondent aux deux 
sections d'encastrement. Il ne reste donc que la seule solu- 
tion â? = c, qui donne _ 

c^c^ 

\2l' 
Fig.38. 



EX 



— ^ — î- _/ 



■4- 



D 



rP 



F. Le solide 
donné, prisma- 
tique et horizon- 
^tal, repose sur 
deux appuis pla- 
cés à des dis- 
tances égalescde 



*^ses extrémités 



auxquelles sont 
appliquées deux 
forces égales P^ 




(fig. 38). 
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Les réactions des appuis sont égales à P chacune. 

Le diagramme de Teffort tranchant montre que, entre 

C et A , le moment de flexion est égal à Fœ , 



AetB, 


n 


» » Pc, 


BetD, 


9f 


P(2c + l — œ). 


On a donc 




Entre C et A 

dx* El ^' 

dy _P (X* \ 

Entre A et B 

d*y Pc 
dx* El' 

ax- EI<^ + ^'^' 
Entre B et D 




P 

El (2' 


c + l — œ). 



Les constantes sont déterminées par les conditions sui- 
vantes : 

Pour^ = c. î/. = o, î,. = o, ^ = ^', 

Poura.==c+^ ^.. = 0, i,. = o. ^ = ^. 
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qui donnent 



2 



c. = - 



Or 



14-2C 

s ! f 

2 

_ c{l + c) ^ 
2 



C",= ^[(2c + /)«^2c?/]. 

La touchante est horizontale au milieu de la portion AB , 
et Tordonnée a pour valeur en ce point 

* El 8 ' 

Les ordonnées extrêmes ont pour valeur 

Y = ^ g* (3/ + 2c) 
• El 6 ' 

Les ordonnées extrêmes et celle du milieu seront égales si 
Ton fait 

-^ = — (k'TB — s) = 0,2175 environ. 

Lorsque ce rapport est plus grand que 0,2175. les ordon- 
nées extrêmes sont plus grandes que l'ordonnée moyenne. 

A part le signe, Tinclinaison de la touchante aux extré- 
mités est 



//^.J^. 




G. Le solide prismatique 
est encastré à Vune de ses 
extrémités , libre à Vautre et 
soumis à une charge unifor- 
mément répartie de p*' par 
mètre courant, (Fig. 39.) 

Nous prenons A pour origine 
des coordonnées , AB pour axe 
des X et une perpendiculaire 
i*pour axe^desi/. 
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Le moment de flexion à une section quelconque est égal à 
V^K ^P ô"- ^^ 2. donc 

dx' 2EI ' 

dp p /a?» \ 
rfo? 2EI\3'^ / 



''-ifr(§+<''"+'')- 



Les constantes C et C sont déterminées par les conditions 
suivantes : pour œ = l, y = Oet-p- = 0. 



Donc ^+c = 0, 

^+C^ + C' = 0. 



0-1 



^ P^lCc^^n) 



La flèche 



y = 2^(^-4/»a? + 3/M. 
El 8' 



Le coefllcient angulaire de la touchante au point A , à part 



le signe , 



tg « = 



6EI* 



^y 



La section dangereuse est à Tencastrement. 

H. Le solide prismatique 
Fiç40. repose sur deuos appuis de 

niveau et est soumis à une 
charge uniformément ré- 
partie de \i^ par mètre cou- 
rant. (Fig. 40.) 
Le point A est pris pour 
i2 ^Nff origine des coordonnées 
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Les deux réactions sont égales à ^ • 

Le moment de flexion est visiblement égal à 

M-(f+f-Px)|-fxU-x,-f„«-.-,. 

On a donc.successivement : 



do? 2EI \ 2 3 "^ / ' 



dp p /Ix* œ^ 

,2 3 



' -ïlr(T^-^+o.+c.). 

Les conditions y = pour â? = et pour x ^ l donnent 

C = — — y C = 0, et, par suite , 

dy _ p / Ix^ _ ^ i^\ 

dâ?""2EI\2 3 12/' 

^ "" 2EI \ 6 12 "TT/ 

La touchante est horizontale au milieu de la poutre , car 

-^ = donne (2â7o — 0(2a?o» — 2^a?o — /') = 0, d'où 

2 a?o — ^ = 0, puisque le second facteur égalé à zéro donne- 
rait Xq > L 

5 2? Z* 

La flèche de flexion est — Y = — -- -~=r- • 

384 El 

Le coefficient angulaire de la touchante aux extrémités , 

à part le signe , est 

pl^ 



tga: 



24 El 



L Le solide prismatique est encastré à V extrémité B et 
repose sur un appui à V extrémité A, Il est soumis à une 
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charge uni fomiement ré- 
fPartie de p^ par mètre 
I^ courant. (Fig. 41.) 

^ Les réactions R et R', ainsi 
que le moment d'encastre- 
ment m sont , parmi les in- 
connues. De plus, l'intégra- 
tion introduira deux cons- 
tantes à déterminer. Il faut 

iyj donc qu'il y ait cinq condi- 
tions données. Ces condi- 
tions sont 



(1) 


R 


f R' = p/. 






(2) 


R' 


X AE — Rx BE + 2m 


= 0. 




(3) 


y 


= pour a; = 0. 






(4) 


y 


= pour x = l. 






(5) 


llX 


= pour x = l. 






Prenant le point A pour origine, 


on a successivement : 






M = -|(R + R'-i?a;) 


= R'a7- 


2 



dx* El\r^ 2/' 



dy _ 1 / R'a;* px^ ±.n\ 
dâJ~El\ "2 6 "^ r 



6 24 

La condition y = pour a? = donne C = 0. 

^ y==0 . a? = Z . C^ ^ + fr- 

On peut donc mettre :t^ sous la forme 
ax 



dy 
dx 



ElV 2 6 



R7« 



24/ 
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La condition ^ "= pour a; = / donne R' = 5 pl- 
La condition ( 1 ) donne ensuite R==-pl, 

o 

Et la condition (2) , ^ = "V ' 

o 

On peut encore mettre -^ sous la forme 

^ = ^ JL (9 ^a?« - 80?» - ^»). 
da? El 48 ^ ' 

Et Ton voit en divisant le second membre par œ — l que 

-z^ s annule encore pour o?' — 0^ ~ s~ =" ^» ^" 

CtCC 8 8 

a?„» =1 ^ 1 + V/33) = 0,42125 ^ 

La flèche de flexion est, en conséquence , 

Y = -^ ûOfn (^3lœ*m — 2a?»m — l^y 
pi* 



Approximativement — Y = 



185 El 



Il y a inflexion au point Xi^jl où le moment de flexion 

passe par zéro. 

Le moment de flexion passe par un maximum de valeurs 
en deux points, le point E et Tencastrement B. Au point E, 

., , ., R'xÂÊ 9 „ 
il vaut Ue = 2 ^128^' 

1 fi 
à Tencastrement , M& = -— pi* > M* , 

C'est donc à Tencastrement que se trouve la section dan- 
gereuse. 
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Fig. 4^. 




K . Le solide donné, 
prismatique, hori- 
zontal, encastré à 
S ses deux extrémi- 
tés, estsoumisàune 
charge uniformé- 
ment répartie de p^ 
par mètre courant 
'^ ^ (fig. 42). 

Les résistances ver- 
ticales aux sections 

pi 

d'encastrementsont égales à—- Et en appelant m le mo- 
ment d'encastrement , le même aux deux extrémités , prenant 
le point A pour origine, on a successivement 

rfa?« EI\2 2 /' 

Les conditions propres à déterminer les constantes sont : 
Pour .T = 0, 2/=»0 et -5^ = 0, d'où C = C = 0. 



/, 



y 



et 41^ = 0, d'oùm = ^. 
dx 12 



/ 



La touchante est horizontale au point x ^ — et la flèche 



-Y: 



Pl' 



384 El 



Le moment passe par un maximum de valeur aux extré- 
mités A et B et au milieu C. Aux points A et B , il a pour 
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valeur ^ et au point C , — • C'est donc aux encastrements 

que se trouvent les sections dangereuses. 
Le moment est nul et Télastique a un point d'inflexion aux 



points où |- (^5P — ^•) — ~ ^* = 0, 

soit aux points I et F ayant pour abscisses respectivement 

Xi =0,296/, 
X^ = 0,704 î. 

L. Le solide donné , prismatique et horizontal, repose 
sur deux appuis placés à des distances égales c de ses 
ealrémités, et est soumis à une charge uniformément 
répartie de p ML par mètre courant, (Fig. 43.) 



[""-:;;- ^ rx 



Fi0.4'3. 



FiffA4- 



T 



n; 



^-x 



\ 



1 



'\j' 




Chaque appui supporte la moitié de la cliarge totale 
— - = -^(2c-F l). La symétrie permet de s'arrêter à la 
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recherche de l'élastique pour les deux portions AB et BC 
du solide seulement. Le point A est pris pour origine. I/in- 
dice 1 se rapporte à la portion A B, et 2 à la portion BC. 

Entre A et B, on a M, = ^-^ et , par suite , 
dx» 2EI • 



dy _ p /x* \ 
rf^~2ËllT + W' 

^ = 2lî(S + ^'-+^'')- 
Entre B et C, on a M, = ^ {jc« — La; 4- Le) , et 

dx* 2EI \ I 

dy p /x» La;» \ 

dF = 2ËiiT — ^+^'''^"^^'^ 

p /ac* La;» , hcx* , ^ , ^, \ 

Les conditions qui déterminent les valeurs des quatre 
constantes introduites par Tintégration sont : 

Pour. = c. ,. = 0, ^, = Oet ©, = (f)^; 

Poura; = L — c, y» == 0. 

Elles conduisent aux valeurs suivantes des constantes : 

C, =^(L*-6Lc + 6c'), 

C',=-^(L»-6L'cH-6Lc'+c»). 

C, = - ^(L»-6L'c+ 4Lc*+c»)=— ^(L-c)(L'-5Lc— c'). 
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La touchante à l'élastique est horizontale aux points pour 
lesquels (-J^) = , ce qui donne les trois valeurs de x , 

D'où Ton conclut que si L est > 4 c, ou / > 2 c, la courbe 
s'infléchit deux fois entre les appuis B et C et prend la forme 
flgurée fig. 46, 

A B K 

FiffMÀ 

pourvu que les valeurs de x^ ne sortent pas des limites c et 
L — c , c'est-à-dire pourvu que 



iV 



^L~-4c .. ^L 
3__soit<- 



c. 



ce qui revient à 



<2 + V^6 ou < 4,449. 



La courbe fig. 46 a été obtenue en faisant L = 4,2 e. L'é- 
lastique coupe quatre fois l'axe AD aux points B et C pour 
lesquels a; = ceta: = L — c,et aux deux points 



* = -^jl±V 5-20^-4 (9' j=-^i0.2236c. 

Dans ce cas particulier a?, = -- i 0,7937 c, soit 2,8937 c 
et 1,3063 c. Les valeurs des constantes sont 

C, = — 0,646 c» , C, = — 2,646 C» , 



C'.^ific*, 



C'.= M!le*. 



Les ordonnées extrêmes et maxima 
pour X = 0, 



pour X = X, 



pour ^ = j- Y, 



Yo = H- 0,694 -^ 
Y, = — 0,042 
+ 0,00756 



3EI 



3EI 
3EI 
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Au cas particulier où L = 4c, la courbe obtenue (flg. 47^ 
ne s'infléchit plus entre les appuis et Ton a : 



^^7;^ 



V -.'^ ^^ . V - \ PC' , '(dy\ _ Yo 

^^~8 3ÊÎ' ^"-"TSEÎ' \^A"""^'^ c' 

Enfin, si L est < 4c, la courbe accuse plus fortement les 
propriétés précédentes. 

SO. Problème ¥. — Évaluer le travail total des résis- 
tances moléculaires pendant la déformation , et le tra- 
vail par kilogramme de matière en action. 

Le travail élémentaire de la tension de Tune des fibres 
serait 6^w si, dès l'origine, la tension était égale à 0. Mais 
cette tension , nulle quand ¥ est nul , augmente proportion- 
nellement à cet angle. On peut donc, pour évaluer son tra- 
vail, la supposer constante et égale -- pendant q^e son point 

d'application décrit le chemin ^u. Il en résulte que, pour 
l'ensemble des fibres d'une section, le travail est exprimé par 

i- Ï^IGw ou I Ï^X sin a. (27) 

Pour un solide homogène , primitivement rectiligne , l'axe 
neutre étant l'un des axes principaux d'inertie , on aura 

„. M ^ ^ . T., ^m i M* , I M 

>F=-jda;. Xsm«=M, dT = -^(te. -,^j 

et, pour le solide entier , le travail 

' V 

6 
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Le poids Q de la pièce sera exprimé , par 

S représentant Taire de la section et A le poids dti mètre 
cube. Enfin le travail par kil. 



1 

"/ ~2ÂE"~p" 

/ Sdx /s 



'^*^Q~2AE / 2AE / ^^^^ 

Sdv 



ST. Applications. — Chercher les travaux T et T, dans 
le cas d'un solide homogène, primitivement rectiligne, 
encastré à l'une de ses extrémités et soumis à Vautre à 
un effort unique P hil, 

I Pj: 

On a M = Pa:; ^f=""?"' 

I ^' u^' 2E./ u'^"^' 



A. Le solide est prismatique. — Dès lors S et I sont 
constants; le moment I se calcule par l'équation (25) , 

—f = -r ' d où I = -T- » et l on a 
u' f f 

I 1 /•« 

Pour une section circulaire, Q-Tr = j» T, -- 



Sî^'« 4 * I6AE ' 

1 /* 

rectangulaire, ♦» - » T, -- 



3 ' 12AE 

Le s )Ude rectangulaire est donc le plus avantageux. 

B. On a donné au solide la forme d'égale résista?ice. — 
En ce cas . I , w' et S sont variables. 
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1® Si la section est circulaire , on a 

^ pr /*/• /v ^ 3 r p/« 3 r ,. 

T = -4^ — 1 X <*dx= — ^ == — - — Tir'/ 

2E r J 10 E r 40 E 

o 

Q = A / Ttu'* dx == — n— / x*^* dx = " ^Tir^L 

T, = . -, » soit le double du solide prismatique. 

2^ Si la section est rectangulaire, — La base b étant 
constante , on a 

4&u^« Prr bh* _Pl ±^9^ V 

6 "■ r ' 6 "" /• ' w'~ ^ "^ *• 
2 f i n \ 

^ 3 E ^^ ^ 9E ^^^' I _2 Jl. 

La hauteur 2i*' = ?i étant constante , on a 

\ f I f* 

;^ E /l 12 E I /^ 

Q^ih^j-'xdx^^bhi. r^^^E 

o 

C'est le même résultat que le précédent. 
Si le rapport de la base à la hauteur est constant , on 
obtient encore 



T = iÇ6^^ 



T. 



3 . , . ( • 6AE 
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Si Ton compare ce résultat à celui que nous avons obtenu 
pour le solide prismatique, on remarque que le solide d'égale 
résistance donne un travail double pour la même quantité 
de matière. 

SS. De TeflWrt rasant. — Ce que nous dirons de Teffort 
rasant est restreint au cas d'une pièce géométriquement 
prismatique , homogène et primitivement rectiligne , soumise 
uniquement à des efforts parallèles normaux à la fibre 
moyenne et dont les droites représentatives sont toutes dans 
le plan qui contient cette fibre; de plus le plan de ces droites 
contient aussi Tun des axes principaux d'inertie des sections. 

Considérons un prisme élémentaire (fig. 48) compris entre 



Fig^. 





UtHMl 

D' D 

les sections consécutives C D et Ol^' situées à une distance 
primitive 00' = L = dx Tune de l'autre et soumises respec- 
tivement aux moments de flexion M et M -f âM. 

Appelons 5"^ Taire de l'ensemble des flbres situées à la 
distance u dé Taxe neutre , de manière que 

s = zdu. 

Le moment M produit sur cet ensemble de fibres une 
tension 

e ^ — su 

(donnée par l'équation 24), dans la section CD. Et, dans la 
section CD', le moment M -f dM produit sur ce même 
ensemble de fibres élémentaires une tension 



6' 



I 



su. 
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La différence des tensions aux extrémités de ces fibres 
élémentaires est donc 

9' — e == —-su. 

Si l'on fait une somme de quantités analogues à 0' — 9 pour 
toutes les fibres comprises entre la fibre u et la fibre la plus 
éloignée de Taxe neutre , A , dont la distance à cet axe est w', 
on obtient ce que Ton appelle Vettort ra§ant à la fibre s 
située à la distance u de l'axe neutre. 

Effort rasant à la distance u, 2;]|' (0' — 9 }. (32) 

SO. On estime l'effort rasant en kil. par mètre carré 
de l'ensemble des fibres ayant pour longueur commune rfa: 
et pour largeur totale z. En appelant R*^"^ l'efibit rasant 
ainsi estimé , on aura 

R^dir = 2:;'(G' — 0). 

2:'(6'->0) 
K = — î^-~5 -' (33) 

90. Évaluation de IVITorl rasant. — Appelons S la sut - 
face AEB; G son centre de gravité ; rf = GO, la distance 
lie ce centre de gravité à Taxe neutre. Nous aurons 



2^' 



su 



^ I '* c^M Srf 

R = 



ZiJLX dx Iz 

D'après ce que nous avons vu précédenjment, l'eflort 
tranchant 

^~ dx ' 
de plus S, rf, ^ sont des fonctions de u et par suite 

-^ = A«). 
z 

Donc R = y--/(M). (34) 
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•i . RenarqnMt. — I. Dans chacune des sections C D de 
la pièce, il y a une valeur de ii qui rend R un maximum. 
Si u^ est cette valeur, on l'obtient par Téquation 

du 

T 

et on a Rm -- -r- Aw,). (35) 

II. Dans les sections CD successives, TefTort tranchant T 
change de valeur ; T est une fonction dex. Donc, puisque la 
pièce est prismatique, que /"(Wi ) et I sont par suite cons- 
tants, parmi les efforts rasants maximums (Rm) dans les 
sections consécutives , il y en a un qui est plus grand que 
tous les autres ; c'est celui pour lequel l'effort tranchant T 
a sa plus grande valeur T, ; en l'appelant R, , on a 

R,-=^AWi). (36) 

O^. Applications. — I. Le solide donné est encastré à 
Vune de ses extrémités et soumis à Vautre à une force 
unique P. Sa section est rectangulaire avec les dimen- 
sions b ^^ h. 



On a M = Pa:, T = P. 

A- 



z ■■ 


= 6; 1 = 


bh\ 
12 ' 












Au) 


Sd 1 

" z ~ 2 


{":- 


— 


u.y. 


u, - 


= 


» 


R 


6P /h* 
bh^ \ 4 


-w 


) 










Rru 


3 P 

2 bh' 






K,- 


Rf» = 


3 
2 


F 

bh 
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II. Même cas , mais le solide est souynls à une charge 
unifomnéinent répartie de p kil. par mètre courant de la 
fibre moyenne y dont la longueur est 1. 



En ce cas 



T=i?a?. 



^~ 2hh' 



^'^2bh' 



C'est à rencastrement que l'effort rasant uiaximum , celui 
de la fibre moyenne , est donc le plus grand. 

III. Mêmes cas , mais la section est circtUai} e pleine. 



(I)' + «'=-•• 



= r COS a ; M = /• sm OL, 



l*^su=^ I zduu^l 2 2r'COS*asinc:6/a== 



du = r C06 ada. 
COS'a 



2r^ 
3 



2"* 5W = Srf = ■- r' COS» a. 

— = — GOS*<X='f(U). 



r* 



Maximum de f\u) ou /"(«i) = -^ > pour « = et cos a= l. 



Donc 



_ T r*^ 4 T 

""" I 3 ~ 3 7:r** 

4 T 



Pour T = P = const., on a R| = -r- — = • 

3 Tir' 

4 »/ 
PourT = î?a: R, ==-_-. 
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CHAPITRE V. 

TORSION SIMPLE. 

OS. Un prisme élémentaire éprouve nue torsion simple 
lorsque Tune de ses sections tourne relativement à sa voi- 
sine autour d'un axe passant par son centre d'élasticité et 
perpendiculaire à son plan. 

Ol. Problème I. — Connaissant le moment de torsion 
M*^"* qui fait éprouver une torsion simple à une section 
donnée d'un solide de résistance y trouver la tension en 
ML par m. carré en un point quelconque de cette section. 

Soient (fig. 49) : CD et AB, deux sections normales indé- 

Fiff.^9. 

A 




Animent voisines, à une distance L™ Tune de l'autre; 00' 
Taxe de torsion , le centre d'élasticité de la section CD ; (p 
l'angle dont la section CD a tourné par rapport à sa voisine; 
5"<i , l'aire d'une fibre élémentaire quelconque dont la position 
dans la section est déterminée par ses coordonnées x et 2/ par 
rapport à deux axes orthogonaux passant par le centre 
d'élasticité; p la distance de la fibre s au centre d'élasticité; 
et a l'angle que le rayon p fait avec l'axe des œ de manière que 

a: = p cos a et 2/ = p sin a. 

La base de la fibre s se déplace d'une longueur o-p suivant 
une perpendiculaire à la direction du raj^on p; son glisse- 
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ment proportionnel est donc -f et. par suite, sa tension en 

Là 

sens contraire du glissement est 

Ju 

Les tensions B des diverses fibres qui composent la section 
s*exercent suivant toutes les directions possibles dans son 
plan. Elles sont donc réductibles soit à une résultante 
unique, soit à un couple unique. Si c'est le premier cas qui 
se présente , pour obtenir la valeur de la résultante , il faudra 
décomposer chaque tension G en deux forces dirigées paral- 
lèlement aux deux axes coordonnés 

-f- G^psina ou -J- Gsj/, 

et j-Qspcosa ou f-Gsx; 

Là Li 

puis faire la somme des composantes qui ont la même 
direction , 

llQsy et ^lOtsx. 

Ces deux sommes seraient les composantes orthogonales 
de la résultante unique. Mais elles sont nulles puisqu'elles 
sont proportionnelles à la somme des moments des tensions 
élastiques par rapport à des axes passant par le centre 
d'élasticité (n<> 24). 

Il en résulte que le système des forces 6 est réductible à 
un couple unique qui doit faire équilibre au couple donné 
W^^. En d'autres termes, la somme des moments des ten- 
sions par rapport à l'axe 00' est égale à M. 

Donc M = IGp = |- 2 Gtsp\ 

et on en déduit. |; = ■^, ' (37) 
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•5. La quantité iGsp* porte le nom de moment dCintor- 
sibillté de la section. Pour les corps homogènes , elle devient 
G2^p* = GIo, expression dans laquelle Iq est le moment 
d'inertie polaire de la section par rapport au centre 
d'élasticité. 

Pour les sections homogènes, Téquation (38) qui sert à. 
résoudre le problème 1 devient donc 

1M. Il en résulte, pour ce dernier cas, que la tension 
d'une fibre est d'autant plus grande que cette fibre est plus 
éloignée de Taxe de torsion. La fibre la plus fatiguée est 
donc celle qui est la plus éloignée du centre d'élasticité. 
Appelons r la valeur la plus grande de p et V la tension de 
la fibre la plus fatiguée, nous aurons 

(40) 

et ainsi ^ = -^ • (41) 

r t' 

La quantité — porte le nom de module de torsion de la 

section donnée. L'équation (41) se traduit comme suit : Dans 
le cas de la torsion simple et pour les sections homogènes , 
le module de torsion est égal au moment de torsion divisé 
par la tension de la fibre la plus fatiguée. L'équation (41) 
servira à résoudre le problème suivant : 

Oy. Problème II. — Étant donnés le moment de tor- 
sion agissant seul sur une section d'un prisme homogène, 
et la forme géométinque de cette section , déterminer les 
diynensions de la section de manière que la tension de la 
fibre la plus fatiguée ne dépasse pas i^ par mètre carré. 

Puisque la forme géométrique de la section est donnée, 
on connaît le rapport de ses dimensions , ou tout au moins il 
ne reste d'inconnu qu'une seule des dimensions. Par consé- 
quent le module de torsion peut s'exprimer en fonction de 
la seule dimension inconnue. Celle-ci sera donc déterminée 
par l'équation (41). 



v = 


-i 


r 


M 
t< 
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••. Exemple. — La section circulaire pleine d'un solide est soumise 

à un moment de torsion de 300 km. ; on veut que la tension ne dépasse 

pas 4 000 000 kil. par mètre carré. Calculer le diamètre d de la section, 

l^angle de torsion par mètre courant et l'arc de torsion par mètre courant 

à la circonférence extérieure, sachant que G = 8 000 000 000 kil. par m. q. 

Tid* 
Le module de torsion d'une section circulaire pleine est — — • 

16 

n d» 300 

Donc —' = ; d'où d = 0™,073 au millimètre près. 

9 300 X 32 

L'angle de torsion par mètre courant -7- = — •— == 0,013. 

L Gwd* 

L'arc de torsion à l'extérieur de la pièce, 0,013 X -~— =0^,0005 environ . 

99. Remarqne sur le moment d^nertie polaire. — On 

a visiblement p* = i»' + 2/*, 

cVoù Isp* = Isx* + Isp*, ou lo ^ I + r. 

Pour tous les polygones réguliers et les figures symétriques 
généralement employées pour les pièces soumises à une 
torsion simple , Tellipse centrale d'inertie est réduite à un 
cercle et les deux moments d'inertie I et I' sont égaux. Pour 
ce genre de sections, on a donc 

Io = 2I, (42) 

relation qui facilite la recherche des moments d'inertie. 

iOO. Du solide d'égale résisfanee à la torsion. — 

Lorsque le moment de torsion varie d'une section à l'autre 
d'un solide prismatique et homogène , il y a nécessairement 
une section dangereuse à la torsion , celle pour laquelle le 
moment de torsion est le plus grand , comme dans le cas de 
la flexion. Si, au lieu de faire le solide prismatique, on lui 
donne une forme telle qu'à toutes les sections la tension de 
la fibre la plus fatiguée soit la même , le profil longitudinal 
de la pièce sera celui A' égale résistance à la torsion. 

Problème III. — Faisant abstraction de tout effort 
autre que celui de torsion y supposant le solide homogène 
et sa fibre moyenne primitivement rectiligne; étant donné 
le moment de torsion à chaque secti07i du solide, on 
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demande de chercher la forme géométrique du solide 
d'égale résistance dans les cas suivants, oii Von suppose 
que la section doit être circulaire pleine. 

Fig.SO. 1 . Le solide est encastré à 

/P /? /p ^'^^^ ^^ ^^ extrémités A 

/ / ( (fig. 50) ^^ soumis sur toute 

^^ sa loyigueur à une charge 




Y -» \ de p*^ par mètre courant 

— -^ L J appliquée à R™ de distance 

de la fibre moyenne AO et perpendiculairement à cette 

fibre, 

' Prenant pour origine l'extrémité libre de la fibre 

moyenne, appelant y le rayon de la section située à x^ de 

distance du point , nous aurons 

Try» _ pœR \ 
2 ~ t ' / y^ _ ^ 

■^"" t ' / 
équation d'une parabole cubique. 

On obtient une forme approchée, convenable en pratique, 
en substituant à la génératrice parabolique la touchante 

2 

dont l'ordonnée en A est p et l'ordonnée en , — p. 

«5 

2. Même cas; mais la force uniformément répartie de 
p"* par mètre courant agit au bout d'un bras de leviez' qui 
va croissant uniformément depuis zéro au point jusque 
R™ au point A.. 

On a , li^ I pdœ .œ-r =^^^ ^^• 

^ l 'Zl 



D où -^ = ^ ^ » i « 

2 %it \ yl _ ^ 

Trp» ^ ^ i p' ~ ^' 

2 2lt ' J 

La forme pratique approchée est un tronc de cône dont le 
rayon à la petite base est égal au tiers du rayon p de la grande 
base. 
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Remarqne. — Dans les deux cas précédents , si Ton 
substitue la forme approchée à la forme idéale , il y a une 
section dangereuse à Tencastrement. 

iOi. De Tan^le de torsion. — L'angle de torsion ou, 
pour mieux dire, Tare de torsion mesuré à un mètre de 
distance de Taxe de torsion, pour une fibre de longueur 
primitive dx {== L^) , est donné par la formule (37 ) , 

Pour une longueur déterminée l, l'arc de torsion à un 
mètre de Taxe sera donc 



J GL 



M 

âx. (43) 



Ole 

iO!9. Problème ■¥. — Chercher Vangle ou Varc de 
torsion dans les cas suivants , où Von suppose la fibre 
moyenne primitivement rectiligne et homogène et sous- 
traite à toute action autre que celle qui produit la torsion, 

1. Le solide est encastré à une extrémité et soumis à 
Vautre à un moment de torsion M = PR ; il est prismatique, 

M et lo sont constants ainsi que G. On a donc 

La section dangereuse est à Tencastrement et lo a dû être 
calculé par l'équation 

lo^PR. 
Y t ' 

on peut donc encore écrire 

Gr 

Donc Tare de torsion pour la fibre fatiguée est 
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2. V effort de torsion est uniformément réparti à raison 
de ^ par mètre courant et est appliqué au bout d'un bras 
de levier constant R; le solide est prismatique. 

^ pRl* t , ^ t , 

2GIo 2Gr^' ^^ 2G^- 

3. Même cas , mais le solide a la forme d'égale résis- 
tance à section circulaire. 

Si r est le rayon de la plus grande base, on a 

le triple de la déformation du solide prismatique. 

4. La force uniformément répartie de p*^ par mètre 
courant a un bras de levier qui croît uniformément de 
G à R, depuis V extrémité libre jusqu'à V extrémité encas- 
trée, le solide est prismatique. 









Or -i = t-— - ; donc $ = — — - , 

r Ht 3Gr 

et *r = ^. 

5. Même cas, mais le solide a la forme d'égale résis- 
tance à section circulaire. 

M l^t 1 ,, -, ^ '^tl \ ^ 3tl 
lo r ' Gr G 

soit 9 fois la déformation trouvée au cas précédent. 

6. Le solide, encastré à ses deux extrémités , est soumis 
à une force P normale à la fibre moyenne et agissant au 
bout du bras de levier R dans un plan situé aux distances 
respectives c et c' des extrémités; solide prismatique. 
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Soit & < c. Le moment de torsion étant* PR - dans la por- 

tion c et PR -dans la portion c', il s'ensuit que la section 

dangereuse est dans la portion d , et que le soUda prisma- 
tique a dû. être calculé par Téquation 

Jo PRg 
r ^ It ' 

Donc f- = - et Or = -- d'une part, et -^ de l'autre. 

7 . Même cas , ma25 le solide est sollicité à la torsion par 
une force uniformément répartie à raison de p^ par 
7nètre courant agissant au bout du bras constant R™. 

Les moments d'encastrement sont égaux chacun à ^^ , 

par suite le moment de torsion à une section quelconque est 

1 



M 



-.m(i_f); 



lo est constant et les dimensions de la section dangereuse 
(sections d'encastrement), se calculent par 

l^ plU 
r~ %t ' 

On a donc ^r = -— - • 

i03. Problème ¥. — Évaluer le travail des forces 
moléculaires évoquées par une déformation, et leur tra- 
vail par kil. de matière en action. 

Par le même raisonnement que pour la flexion (n® 86) on 
trouve : 
Travail élémentaire pour une fibre -^ ^ ? P î 

M 
Valeur de l'angle v d'après n<* 941 ? = ttt- ^^ » 

Travail élémentaire pour une section 

1 VA 1 1., 1 M« 
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Travail total T=-^y^-j^rta; = ^^y^<'^rf:r; 

O 

Poids Q^^fsdœ; 

o 

Travail par kil. 



T, ' 



Iq i o ' 



2AG /•' ' 2AG /•' 

o o 

Applications. — Che7\her le travail T. dans les mêmes 
cas que Varc de torsion au n^ précédent. 

1 . M = P R = const. ; T. - -^^ {'^) ' ^^"^' "^® ^^^" 
tion circulaire, -^"^ = -g-» ^^"^ "^^ section rectangulaire, 
— ; la première est donc préférable. 

o 

2. M =pa?R; si le solide est prismatique, -^ = — i — • 

lo et S sont constants et T, == y^ ("s^/ * Mêmes con- 
clusions. 

3. M ==pâ7R; le solide à section circulaire a la forme d*é- 

t^ 
gale résistance, t = const. Tj = ^^^ • 

^» 
Le solide rectangulaire donne T. = -j^ • 

ryR . . L j?/R 

4 1^^ àL-1 x'^ ; si le solide est prismatique, -- = —j- . 
l ri 

ïo et S sont constants et T, = "^^'^ ("Sr*"/ " 

5. Même cas , mai- le solide a la forme d'égale résistance. 
Si la section est circulaire , * "^ T A O ' 

1 f* 
Si la section est rectangulaire , '^« "" "e" "ÂG* ' 
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CHAPITRE VI. 

FLEXION ET EXTENSION G0HP08SES. 

iO#. — Lorsque la section d'un solide est soumise à une 
seule force N^ normale, mais dont la droite représentative 
coupe la section en un point H qui n'est pas le centre d'élas- 
ticité , elle se trouve dans les mêmes condition- que>i elle 
était soumise à la même force normale N^ appliquée au 
centre d'élasticité 0, et en même temps à un couple de 
flexion dont le moment serait M^™ = N x ÏÏÔ. (Voir fig. 51 .) 

CjC' C A 



^r<r- 



AT-t- 



•— £- 



>vV 




D' D,D 

En effet, on peut supposer qu'au point sont aj'pliquées 
deux forces en sens contraires , égales et parallèles à N. 
L'une d'elles , de même sens que N , sera la tension totale 
agissant au centre d'élasticité ; l'autre , avec la force donnée 
appliquée au point H formera un couple dont le moment 
M ==N X HO, et dont le plan est projeté sur celui de la 
section suivant la droite HO. 

Donc, soit que l'on donne N agissant au point H, et la 
distance HO , ou bien N agissant au point et un couple M 
agissant dans un plan projeté suivant la droite HO, le pro- 
blème suivant aura la même solution. 

i05. Problème I. — Étant donnés complètement la 
tension totale N et le couple M qui agissent ensemble sur 
une section donnée d'un solide de résistance hoinogène , 
trouver la tension résultante en un point quekcnque de 

la section. 

7 
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Si la tension totale N agissait seule, la fibre s s'allongerait 

de ss' et subirait ainsi une tension 9| normale au plan de la 

section , et la même pour toutes les fibres puisque la section 

est homogène. Représentant par S"^ Taire de la section, nous 

N 
avons , pour calculer 9, , d'après Féquation (7) . Oj = - 5. 

Si le couple M agissait seul sur la section CD dans le plan 
projeté suivant le diamètre VV de Tellipse centrale , la flexion 
se produirait autour du diamètre œnjugué WW et ainsi les 
fibres situées d'un côté de ce diamètre seraient allongées, 
les autres raccourcies ; elles seraient donc soumises à une 
tension que nous nommerons 0, quel que soit son signe, et 
qui est normale à la section. Cette tension 9, est donnée, en 
vertu de l'équation ( 20 ) . par 

^ Msina 
9, = — z — us. 

D'après la convention n^45,6®, le déplacement définitif 

de la base de la fibre soumise en même temps à ces deux effets , 

serait le même que si Yeffort N , agissant seul , avait amené 

d'abord la section CD en CD' et la fibre 5 en 5', et si ensuite 

le couple M avait fait tourner la section en C4 D| amenant 5' 

en s". Les deux déplacements s'ajoutent donc l'un à l'autre 

puisqu'ils ont tous deux la même direction normale à la 

section. Il en est aussi de même des tensions. La tension 

résultante 

= 9, dh 9,. 

On en déduit 

9 N . Msina 

' = 7 = s±-T-"- 

Si le couple agit dans un plan qui renferme un des axes 
principaux d'inertie , ou , ce qui revient au même, si le point 
H appartient à l'un de ces axes, l'angle a est droit et l'on a 

t = - dh y W. (4o) 

iOO. Remarques. — I. On pourra toujours faire 
M = N X HÔ. 
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Dès lors les deux formules précédentes peu veut s'écrire 
1 . HOsina 



^ - N (^- ± jj — u) , (46) 

t^^(^±^u)^ (47) 



II. Il est une valeur particulière de u qui annule la ten- 
sion t ; nous rappellerons d, elle est donnée par l'équation 

1 HD sin a ^ 
0=g p-t«, 

d'où d = ^, ^ . (48) 

S. HO Sin a ^ ' 

Donc les points de la droite TT située à la distance d de 
sa parallèle W W constituent un véritable aœe neutre cou- 
pant la section en deux régions dont l'une contient toutes 
fibres allongées, Tautre toutes fibres raccourcies. Les choses 
se passent donc cojnme si la flexion avait lieu autour de 
l'axe T T. 

III. On voit (n<» 33) que le point H est le centre de percus- 
sion de la section CD par rapport à Taxe TT. 

IV; D'après le n° 34 , si l'axe neutre réel T, T, était tan- 
gent au contour de la section , le point H se trouverait sur 
le lieu géométrique appelé noyau central. Si l'axe TT coupe 
la section, le point H est en dehors du noyau central. 

Dans le premier cas, il y a un point de la section, le point 
de contact du contour avec la droite T| T| , pour lequel la 
tension est nulle , mais tous les autres points de la section 
éprouvent des tensions de même sens. Dans le second cas, 
l'axe TT divise la section en deux régions, l'une dé fibreis 
étendues , l'autre de fibres comprimées. 

Donc , lorsqu'une seule force normale est appliquée à 
une section d'un solide de résistance en dehors de son 
centre d'élasticité, si le point d'application tombe dans 
l'intérieur du noyau central, toutes les fibres de la section 
sont tendues dans le même sens. 
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V. La pratique exige parfois que certains matériaux 
n'éprouvent de tension que dans un sens déterminé ; c'est 
ce qui arrive pour les constructions en maçonneries. Lors- 
qu'une pierre est posée sur une autre et soumise à une force 
normale au joint et ne passant pas par le centre d'élasticité , 
la tension se répartit comme si les deux pierres n'en for- 
maient qu'une dont le joint serait une section. Mais si la 
tension avait le sens d'une compression dans une partie du 
joint seulement , et d'une extension dans l'autre, il en ré- 
sulterait que le joint s ouvrirait, ce que l'on cherche à 
éviter. C'est donc une règle des constructions en maçonne- 
ries que la limite des positions du centre des pressions 
est le contour du noyau central du joint. 

VL Lorsque le centre des pressions d'un joint de ma- 
çonnerie est sur l'un des axes principaux d'inertie, et que la 
forme géométrique de la section est symétrique par rapport 
à l'autre axe , ce que nous avons appelé d devenant la dis- 
tance de la fibre la plus éloignée à cet axe, on a, en em- 
ployant la môme notation qu'aux formules (21 ) et (22) : 

limite de HO = -7 -^7- • 
u^ S 

Appelons q le rapport de cette limite de HO à la dimen- 
sion 2w' totale de la section suivant la direction HO , nous 
aurons 

I 1 



^ = ^2Ï?S* ('"^ 



Applications. 



A. Section rectangulaire pleine , 3 = -s" 

o 

B. Section circulaire ou elliptique pleine, q^ -r- 

8 

C. Carré creux, épaisseur petite , ^ = -r environ. 

ô 

D. Cercle creux , épaisseur petite, 0,^= -r 

- ' 4 
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lOf. Problème II. — Étant donnés Veffort d'eôoten- 
sion et le moment de flexion qui agissent sur une section 
homogène d'un solide de résistance , ainsi que la forme 
géométrique de cette section , en calculer les dimensions 
de manière que la plus grande tension ne dépasse pas 
une quantité détei^minée , t hil, par mètre carré. 

En appelant w' la distance de la libre la plus fatiguée à 
Taxe.W W , on aura, d*après l'équation (44) , 

. N . Msina , 

Dans cette équation, S et le module —, sont des inconnues 

u 

que Ton peut exprimer en fonction d'une seule des dimen- 
sions de la section dont la forme géométrique est donnée. 
Cette dimension dès lors devient la seule inconnue. 

Dans les cas où la section est circulaire, elliptique {b = nh), 
ou rectangulaire , on arrive aux équations suivantes : 

4N ^ 32M ,^ / • , ^ 

d^ 7- d r- = , circulaire 

4N , 32M ,, , ,,. ^. 

fil fi = 0, el iptique 

mit mit ' V F M / 

h} j- h 7- = . ( rectangulaire ). 

Exemple. — Le solide no" 22 et 75 est soumis à un couple de flexion 
de 4250 km. agissant dans le plan VV et à la tension totale N = 8001^. 
Faisant abstraction de l'effort tranchant , nous trouverons : 

Pour la valeur de d (éq. 48) , 

0,01604 6* 



b^ 4250 . 



= 0,Q07543ô«. 



Pour la tension de la iibre la plus fatiguée ( A , fig. 12) , 

800 X 2 , 4250 X 0,8006 , , 
^=^-y-+ 0,01604^^- (^ + ^0; 

or vf SB 0,4385 b , ce qui mène à Téquation 

„ 3200 ^ 93013 , 

t t 
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Fiff52. 



et pour t = 4.000.000 kil. par m. q. , on a 

ô» — 0,0008 b — 0,0232532 = ; 

d'où , au millimètre près, b = 0™,287 et /i = 0™,144. 

Il est avantageux d'employer la méthode graphique pour résoudre ces 
équations du 3« degré. Voir note II à la fin du volume. 

§•9. Applle«tl«Ba. — On suppose le solide prismatique et homo- 
gène et on demande de déterminer les dimensions de la section dencas- 
trenient, étant donnée la tension maxima de 5 000*000 kil. par mètre 
carré pour la flhre la plus fatiguée. 

I. Le solide rcctiligne BA (fig. 52) est encastré 
à Vxine de ses extrémités B et soumis à Vautre à 
un effort P de 1000 kil., dirigé parallèlement à 
hK et appliqué à la distance 0™,50 = R de la 
fibre moyenne B A. La section doit être circulaire. 

d» — 0,00025465 d — 0,0010186 = , 

d = 0™,102 au millimètre près. 

II. Le solide est encastré obliquement en B, sous 
un angle a avec le mur ( fig. 53 ) ^ il est soumis à un 
effort P normal au mur. Section carrée. On donne 

a = 30o; P== lOOO»'; Z= 1™. 
Ou a N = P sin a = 500»^ , 
M = P/cos«=866»^n», 
h^ _ 0,0001 h — 0,0010392 = . 
h -^ 0™,102 au millimètre près, 
m. Le solide (fig. 54) est dans le même cas que 
le précédent , mais la force P est appliqitée au bout 
d'un bras AC peipendiculaire à BA. On donne 

P r= 1000 ; / - l»",00 ; « = 30° ; R = 0'»,50. 
On a 

N =^ P siu « = 500»^ , 

M -= P X BC^= P(/cos « + R sin a) = 1 1 I6>"n, 
h^ __ 0,0001 h — 0,0013392 = 0, 
/i = 0°', 1 1 1 au millimètre près 
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^Icosa iOO. Problème Wt. — 

Une poutre prismatique, ho- 
mogène, dont la section est 
rectangulaire , supportant 
une charge uniformément 
répartie de p*^ par 771 être 
courant, est inclinée d'un 
^ angle « à l'horizon et sup- 
portée à son extrémité infé- 
rieure; elle repose sur des appuis placés à ses deux bouts. 
On demande la position de la section dangereuse ainsi 
que ta tension de la fibre la plus fatiguée dans celle sec- 
tion, (Fig. b5,) 

Soient : /™ la longueur de la poutre; x"" la distance d'une 
section quelconque C à Tappui inférieur A pris pour origine. 

pi 
Les réactions verticales seront -~- et , estimées normale- 

pl 
ment à la fibre moyenne, -^ cos a. Le point d'appui infé- 
rieur doit aussi offrir une réaction égale à pl9>ma dans la 
direction AB. Une section C quelconque supporte de la part 
de la portion supérieure CB de la poutre une compression 

N =^i? (/ — a:) sin a 
et en même temps un moment de flexion 

M = ^xcosa — ^-^cosa = ^a: (/ — a:) cos a. 

Donc , en vertu de Téquation (45) , la tension de la fibre la 
plus fatiguée dans cette section est 

„ N . M , 



'-!&--<'-'>('+ °-r) 



Il est une valeur de x qui rend V un maximum. En effet, 

tff a 
la somme l — x + x-\-b ■ . des deux facteurs variables 
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est constante et égale k l + b 



tg« 



; donc le produit ou t' 



est maximum et égal à T pour la valeur X de x, qui rend les 
deux facteurs égaux chacun à — + —§—" Donc 

2 6 



4aô* 



«(m- 



à tg cf.\* 



Rvemple. — La charge p est le poids même du solide évalué à raison 
de 3000 kii. par mètre cube ; « r= 450 . ^ = 0™,50. On suppose qu'à la 
tension de l 000 000 kil. par mètre carré la pièce se rompt et que les lois 
adoptées ici sont encore valables jusqu'à la rupture. On demande quelle 
est la longueur l pour laquelle la poutre se rompra et où sera située la 
section de rupture. Le calcul donne / = \l"^,bO, 

CHAPITRE VII. 

FLEXION ET TORSION COHPOSÉES. 

iiO. — Nous adoptons pour ce cas la méthode de 
Poncelet à peu près telle qu'elle a été exposée dans Tédition 
de Navier publiée par Barré de S' Venant , page 372. Elle 
s'écarte de ce qui précède surtout par la considération de la 
contraction transversale et conduit directement à la formule 
théorique que la pratique a sanctionnée. 



Fi g 56, 




Soient : ABCD la section longitudinale d'un prisme élé- 
mentaire considéré (fig. 56); AD sa diagonale à l'état pri- 
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mitif; AD' cette même diagonale déformée en vertu 1» d'un 
allongement DE == e'L de la fibre; 2^ d'une contraction 
transversale ETJ = A. ÔD = AL tg « ; 3° d*un glissement dû 
à la torsion, GD' = ^L. 
La déformation de la diagonale AD sera DH et nous ferons 

COS OL 

en appelant V rallongement proportionnel résultant pour la 
diagonale. 

Le but du problème est de rechercher sou^ quel angle a 
rallongement proportionnel résultant, V , est maximum. 

Or, on a 

DH = DE cos a — ES sin a + 5d' siu a , 

V . ^sin'a . 

ou = e cos a — A \' ^ sm a , 

COS a COS a ^^ 

ou V = /cos'a— Asin'a + ^sinacosa, 

ou a == / — (/H-A)sin'a 4- f^ sin2a. 

dV 
Le maximum de V a lieu pour -— ^ o , soit pour 

dcf, 

M « + A 

d'où sm'ao = ir 1 1 



et sin*ao 



2 / l/(^ + A)«-^^« 

g 



V[i + A)« + g^ 
f — A . 1 



enfin ^'m = -^- + y ^[i + *)• + gy 

En admettant que la contraction transversale h pour les 
matériaux employés dans les machines soit le quart de la 

dilatation longitudinale /, onaA = -- et 

4 



'•--T'Wdo' +(!■)■ 



(50) 
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SôieDt maintenant : X^™ le moment réel de flexion agis* 
sant dans un plan dont la projection fait Fangle (3 avec le 

diamètre conjugué; — le module de flexion de la section 

par rapport à Taxe neutre; Mo^"*, le moment de torsion et 

— le module de torsion ; E , G , L , même signification que 

T 

ci-devant. On aura 

. XsinP/w'\ Mo 



©■ ^-^-o- 



Enfin, soit M un moment de flexion fictif qui, à lui seul, 
produirait l'allongement f m et agirait dans le même plan 
que le couple X ; c'est-à-dire soit 

V M sin |3 / w' 



E 



(t)> 



nous aurons 



MsmP=|-Xsin.(3 + 



E 5 , 



V r 



Msinp=^|xsinri4-|-i /x»sin«(3+(2^Mo)^ (51) 

Donc si Ton donne X , P , Mo et la forme géométrique de 
la section , ainsi que la tension t la plus grande permise 
pour la fibre la plus fatiguée, pour déterminer les dimen- 
sions de la section , il faut exprimer les modules en fonction 
de Tune seulement de ces dimensions, et, ayant calculé 
M sin frj au moyen de l'équation (51), poser 

i^=M^; (52) 

d'où l'on déduira la dimension inconnue. 
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III . — Pour toute section dont Tellipse centrale devient 
un ceicle, sm (3 = 1. Tel est le cas des sections circulaires 
et des polygones réguliers. Pour eux on a donc 



M = 



ix+|y/x.+(4M.r- 



(53) 



La même formule servira chaque fois que le couple de 
flexion X agira dans un plan qui contient Tun des axes 
principaux d'inertie de la section. • 



I To 



De plus, pour les sections circulaires — , : -2. =:r — 



carrées 



1 



avec sin |3 = 1 et 

Donc 
pour cercles 

M carrés 



t rectangulaires (&,/î) »♦ = 



y/h^'-^b'' 



m = |x4-|y/x« + Mo', 



^=8^ + IV^' 



+ 2Mo' 



rectangles (Sin (3-1), M = |x4-g\/x'^-4^-î^. 



8 



Mo». 



fl flt. Exemples. — I. Un arbre à section circulaire, encastré à Tune 
de ses extrémités, est sollicité à l'autre par une seule force 2000 kil. 
agissant au bout d'un bras de levier 0™,50 ; la longueur de l'arbre est 
l™,50 ; la plus grande tension permise 5 000 000 kil. par mètre carré. On 
demande le diamètre de la section d'encastrement au millimètre près. 

On a X = 2000 X 1,50 = 3000 km. 

Mo= 2000X0,50= 1000 ^ 
M « 1125 + 1976=3101 - 
nd»_ 3101 
32 ""5 000 000 ' 
d = 0™,185 au millimètre près. 
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Si l'on n'avait pas eu égard au moment de torsion , on aurait trouve 
ird'» _ 3000 
IT "" 5 000 000 ' 

d'où df =0»183. 

II. Au problème n» 22 on donne M^ - 1500 km. ; X sin /S = 3403 km.; 

i. ?• ^0,3926; ^ =0,036586»; b = 2h; « = 4 000 000 k. par m. q. 
m' r m' 

On trouve t -L =* 3501 km. ; d'où b = 0»,288 , ^i = 0", 144. 



CHAPITRE VIII. 

SDR LE CALCDL DES ENTELOPPES CYLINDRIQUES ET SPHÉRIQUES 
ET DES FONDS PLATS (i). 



iiB. — Enveloppe cylindrique, grande pression à 
V intérieur, — Soit (fig. 57) un cylindre creux, fermé à ses 
deux bouts par des fends d*une solidité indéfinie; renfermant 
un fluide capable d'exercer en chacun des points de la surface 
intérieure une pression de P kil. par mètre carré; [jlongê 
dans un fluide exerçant en sens contraire, mais toujours 
dans la direction des rayons, une pression de P' kil. par 
mètre carré. Nous supposons d'abord P > P'. 



Fig. 57. 







y 



c ç' 






4- ■r''-^' 






7^' 



Ti p: R D 



D' 



I 



(1 ) La méthode suivie est celle de M. le colonel Devos , Cours de cons- 
truction, 1879. 
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A l'état primitif le métal de Tenveloppe cylindrique 
n'éprouve aucune extension ni compression. L'effet des jjres- 
sions P est d'augmenter le rayon intérieur et de ])roduire 
ainsi une tension tangentielle sur les fibres circulaires , ten- 
sion qui varie d'une fibre circulaire à la suivante d'après 
son rayon r. Les pressions P' diminuent cet effet. Mais ces 
mêmes pressions normales et de sens contraires ont un 
second effet qui consiste à diminuer l'épaisseur dr des fibres 
circulaires, et par suite aussi l'épaisseur R'— • R. Il en résulte 
que les fibres circulaires éprouvent chacune une certaine 
tension tangentielle ou longitudinale que nous appellerons i 
pour la fibre de rayon r quelconque variant de R à R'; 
T pour la fibre intérieure de rayon R; T' pour la fibre exté- 
rieure de rayon R'; et en même temps une compression 
transversale, normale à la i)récédente, qui est P pour la fibre 
de ray(m R, p pour la fibre de rayon r et P' pour la fibre de 
rayon R'. 

Les tensions sont toutes exprimées en kil. par mètre 
carré; les dimensions , en mètres; nous considérerons une 
portion de cylindre d'un mètre de longueur , comprise entre 
les plans CI) et CD'. Sous les influences diverses que nous 
venons de faire connaître, le cylindre tend à se rompre 
suivant le |>lan projeté en AB et compris entre les deux 
sections d'un mètre de longueur projetées en A A' et BB'. 

114. Problème I. — Dans les conditions ci-dessus 
énoncées , chercher la tension longitudinale ienun poifU 
quelconque des sections A A' et BB'; et la compression 
transversale p au même point La matière est supposée 
homogène. 

Nous ferons usage de la propriété suivante : Lorsqu'wu 
circonférence de cercle de rayon r supporte une pression 
normale en chaque point et uniformément répartie à 
raison de p hil. par mètre courant , Veffet de ces pres- 
sions sur une demi-circonférence estimé parallèlement à 
une direction perpendiculaire au diamètre est p.2r; en 
iX autres termes, il est le même que si la pression-}) 
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s'exerçait normalement sur le diamètre seul (l). Nous 
regarderons cet effet comme réparti en deux parties égaies 
aux extrémités d'un même diamètre. 

Cela posé, si nous considérons le$ fibres comprises entre 
les rayons R et r, la résultante des tensions longitudinales 
qu'elles éprouvent est égale à 

PR — pr. 

Mais t étant leur tension longitudinale par mètre carré ou 
par mètre courant du rayon (puisque nous supposons que 
chaque fibre a un mètre de longueur) , la tension d'une fibre 
d'épaisseur dr sera tdr, et la résultante des tensions tdr, 
qui doit être égale à PR— i?r, sera la somme de quantités 
analogues à tdr, prise entre R et r. On a donc 

PR— pr == ltdr\ 
•il 

ou — d(pr) ^ tdr, (a) 

A cette première relation entre Pyt eir s'en ajoute une 
seconde par la considération de la diminution de l'épaisseur 
des fibres due à leur compression. La comprei^sion totale 

d'une pièce d'uu mètre de longueur serait ■— , E étant le 

coefiScient d'élasticité; la compression d'une pièce de dr 

P 
mètres d'épaisseur sera donc — dr, c'est-à-dire que la diuii- 

fi 

nution totale de l'épaisseur entre les rayons primitils R et r 

doit être 



ïï/^^''- 



Fiff.59. d 




(1) Démonatratlon ■•mmalre. — Flg. 59. 
La force cherchée est 

2 ÊH = i F sin a = 2|) . AB sin a «=p S AB sin « 
=2îi:CD =j).2r. c. 4. 1*. U. 
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Nous pouvons en obtenir une autre expression. L*épais- 
seur primitive était r — R. Or, la fibre circulaire , qui avait 
primitivement r pour rayon et 2Trr pour longueur, s'est 

allongée de — par mètre courant et, par suite, de 27rr -= au 

total. Elle a donc actuellement pour longueur 27rr A + — ^ ; 
et , comme elle est restée circulaire , son rayon est actuelle- 
ment r {\ +^) • De même la fibre , qui avait primitivement 

R pour rayon , a, après déformation , un rayon R (l 4- — ) • 

Donc l'épaisseur totale , qui était r — R à Tétat primitif, est 
devenue à Tétat déformé 



^(■+É)-M'+i)^ 



et, par suite, la diminution d'épaisseur est 

E E 

On a donc 

<roù — rf ( ^r ) == 'pdr, (b) 

Développons les équations fondamentales (a) et (&) , addi- 
tionnons-les membre à membre , puis soustrayons-les , nous 
arriverons aux résultats consignés dans les équations sui- 
vantes : 

pdr + rdp + tdr =^ 0, 
td7^ + rdt -{-pdr= 0, 
d'où dt — dp == , 

t — p = const. = T — P = T' — P'. (c) 

Ensuite 2{t -\- p) dr -\-r [dt -\-dp) ^0, 

r t-^-p 
r« {t + p) =const. = R»(t + P) = R'« iT' h-P') {d) 
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Enfin, des équations (c) et (d) on déduit : 
T 



/ = 



p = 



P R«T + P 




(54) 
(55) 



équations qui forment la solution de la question. 

1 1 5.-— Le diagrammine des valeurs de t eip^ tracé fig. 58, 
montre nettement comment ces quantités varient avec le 




rayon. La courbe {t)esi du genre hyperbolique; elle a pour 
asymptotes Taxe des ij d'une part et d'autre part une paral- 
lèle à Taxe des x située à la hauteur 

T — F 

Pi = -j 

La courbe (p ) est identique à la précédente que Ton aurait 
descendue parallèlement à Taxe des p à une distance T — P 
en dessous de la première. Elle a donc pour asymptotes Taxe 
des y et la droite 

T-P 

Il s'ensuit que la fibre la plus fatiguée est celle dont le 
rayon est le plus petit^ c'est-à-dire la fibre intérieure de 
rayon R , et sa tension est*T. 
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1 lO. Enveloppe eylindriqae , grande pression à Vexr 
térienr. Même problème I. 

La tension t qui , dans le premier cas, était prise avec le 
signe positif, était une extension ; dans le cas présent, c'est 
une compression ; donc il faut changer le signe de t. 

Ainsi les équations (a) et {b) deviennent respectivement 

d(pr) = tdr, (a') 

d (tr) ^pdr, (b') 

On en déduit p -]- t = const. = p + T = P' + T', (c') 
r« (^ — jp) = const. = R* (T — P) = R'« (T' — P'), 



et 



, T'+P , R'« T'-F 



P = 



2 
T' + F 



r« 2 



(56) 



(57) 



Les deux courbes, diagrammes des valeurs de t et de ^ , 
ont encore pour asymptote commune Taxe ûesy(ûg. 60); 
de plus la droite 

T^+F 
2 



2/ = 




est aussi une asymptote commune ; les deux courbes sont 
symétriquement placées par rapport à cette droite. On voit 

8 



Digitized by 



Google 



- 114 - 

donc : P que, contrairement au cas précédent , la comjwpe»- 
sion transversale des fibres circulaires ya en diminuant de 
l'extérieur vers rintérieur; 29 que , de même que dans le 
cas précédent, la compression longitudinale va en augmen- 
tant de rextérieur vers l'intérieur. 

117. Eoveleppe sphériqne, grande pression à Finté- 
rieur. Même problème I. 

La propriété rappelée n^ 1 14 pour une demi-circonférence 
de cercle convient à une demi-sphère. Il en résulte que la 
composante des pressions qui s'exercent à l'intérieur de la 
demi-sphère est égale à PttR». De même pour la sphère de 
rayon r, la composante est p rrr*. La différence tt (PR» — pr*) 
est égale à la résultante des tensions normales à l'anneau 
obtenu en coupant la sphère par un plan diamétral. Or, cette 
tension est tdr par mètre courant de la flbre qui a une 
longueur totale 2nr; donc la tension totale pour cette flbre 
est 27rr^rfr; et l'on a 

7r(PR* — pr«) = J 2nrtdr , 

R 

d'où — d (pr*) = 2rtdr. 

Quant à la seconde relation , elle est la même que dans le 
premier cas , celui du cylindre avec grande pression à l'inté- 
rieur. On a donc à traiter les deux équations 

d(pr*) + 2rtdr = 0, (A) 

d(tr) +pdr = 0, (B) 

D'où r*dp + 2prdr + 2 trdr = , 

r'^dt +trdr + prdr = 0, 

r(dp + dt) + 3(p + t)dr^0, 

^dr d{p + t) 

r»(p-hO = const. = R»(P4-T)-R'MP'-+-T'), (0) 

2dt—'dp-=-0, 

2t-p = const. = 2T — P = 2T' — P. (D) 

D'Où ^==^-IziZ + |.' T±JP, (58) 
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La figure 61 doune les deux diagrammes des valeurs de t 

et de p. Ce sont encore des courbes hyperboliques ayant 

pour asymptote commune Taxe des y ; chacune a , en outre , 

2T P 

une asymptote parallèle à Taxe des a? , à la hauteur — - — 

pour la première et à la même hauteur , mais en dessous de 
l'axe des œ pour la seconde. On voit que c'est encore la fibre 
intérieure de rayon R , qui est la plus fatiguée par extension. 




fis. Enveloppe sphériqae , grande pression à l'exté- 
rieur. Même problème I. 

La remarque qui nous a servi à établir les équations fon- 
damentales (a') et (&') s'applique au cas présent et nous 
permet d'écrire sans les expliquer les équations suivantes : 

d(pr*) —2trdr=0, (A') 

d{tr) — pdr =0, (B') 

r» (t—p)== const. = R» (T— P) = R'» (T'- F), (C) 

2t+p = const. =2T+P=2T' + F, (D') 



t 



2r+F R|» r — F 
3 "*" r» 3 



2r + F ^R«T' — F 



(60) 
(61) 



Digitized by 



Google 



- 116 - 



Les deux diagrammes des valeurs de / et de p(ûg, 62 ) . 

oat encore pour asymptotes communesTaxe des y et la droite 

2T' 4- F 
parallèle à l'axe des a? et à la hauteur La plus 

grande tension , ici une compression , a encore lieu à la fibre 
intérieure de rayon R. 
y 




^x 



1 iO. Problème II. — Étant donnés les rayons R et R', 
et les pressions P etP', trouver la tension (K = T), de la 
fibre la plus fatiguée. 

R' 

Oq trouve, en appelant z le rapport — des rayons : 

P{Z* + 1)- 2P^z* 

z* — l 
P(Z^ +2) — 3P'^' 



!<"• cas, 


K = 


2« " 


K' = — 


3« " 


K,= 


4» " 


K',= - 



(62) 



2{Z^— 1) 

P(Z^ -h2) — 3P^^ 

2U» — 1) 
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f t«. Applleatlons. — l. On a donné à un corps de presse de 0°^,dO 
d& diamètre intérieur une épaisseur de 0"™, 15 pour supporter une pression 
de G^Qi^ par cent, carré. Quelle est la tension de la fibre la plus fatiguée f 
P' = l^par c. q. 

On trouve K = 997 k. par cent, carré. 

II. Le rayon intérieur d'un cuvelage en briques est de 4 mètres ; pour 
lui faire supporter une pression de 120 000*' par mètre carré, on lui a 
donné un rayon extérieur de 7™,33. P = 10 000 A. par m. carré. On 
demande la tension maxima» 

On a ^ = -- et K' == 323 200 k. par m. carré. 

III. Une sphère de 0"",10 de diamètre intérieur et 0™,159 de diamètre 
extérieur supporte une pression de 300 k. par cent, carré à C intérieur 
et nulle à V extérieur. On demande encore la tension maxima. 

On a ^' = 4 et K^ *^- 300 kil. par cent, carré. 

IV. Un serrement aphérique en chêne supporte extérieurement une 
jpression de 24o 000 kil. par m. carré et intérieurtment , 10 000 ; le rayon 
intérieur est de 7"" ; le rayon extérieur 10™; on demande K',. 

On a <sr = 1,43 , 5' = 2,924 et K', ^ 531 688 kil. par m. carré. 

1^1. Problème ■■!. — Étant donné Vun des rayons, 
calculer Vautre de manière que la tension de la fibre la 
plus fatiguée ne dépasse pas une grandeur K donnée. 

Entre les équations {c)ei{d) on élimine T' ; ou y remi)lace 
T par K et on trouve i;our le rayon inconnu. 



i«cas, R'=R\/ -K-~^, - 

2, „ R=RyE^ 



4-P 
P ' 



R' = Ry/- 



2 (K, + P) 



2K, — P + 3P' 

R =R'\7- 



(1) 

(2) 
(63) 

(3) 



4» M R =R'\/ ^^'*"^^~^^' - (4) 

4 ' ±t itl/ 2(K',-P) ^' 

On voit qu'aucune épaisseur ne suffirait si. 

dans le \" cas . on avait P > K + 2 P' , (5) 

dans le 3» - •• .- P>2K, +3P'; (6) 



Digitized by 



Google 



- 118 - 

et que le rayon intérieur serait nul et la pièce pleine si, 

K' -4- P 
dans le 2« cas, on avait P =« — ^ — » (7) 



dans le 4* - . . p=.tfLL 



(8) 



3 

1 tt. Applleatl«iis. — \, Le rayon dune presse hydraulique est 
0", 15 ; la pression extérieure est nulle; intérieure 400 kil. par cent, carré, 
on demande de calculer le diamètre extérieur, de manière que la tension 
maxima ne dépasse pas 600 hil. par cent, carré, 

La formule (1) donne R' ^ R X 2,23 ; donc d' - 0™,67. 

II. Le rayon intérieur d'un cuvelage est de 4^; la pression extérieure 
de 60 000^ par m. q. ; intérieure, de 10 000 ; tension maxima, 350 000 ; 
on demande le rayon extérieur R'. 

La formule (2) donne R' = R X 1,19 =« 4,76. 

III. Le diamètre intérieur dune sphère est de 0™,10 ; la pression inté- 
rieure 400 kU, par cent, carré; extérieure, nulle; tension maxima 
600 kil, par cent, carré. On demande 2R' 

La formule (3) donne 2R' = 2R X 1,355 = 0^,1355. 

IV. Le rayon intérieur dun serrement 'Sphérique est 7 mètres; pres- 
sion extérieure, 240 000 kil, par m. q.; pression intérieure, 10 000 k. 
par m. q,; tension maxima, 450 000 k, par m, q. On demande R'. 

La formule (4) donne R' = R X 1,674 = ll'n,72. 

I!i3. Prebléme IV. — Connaissant les rayons primi- 
tifs R et R' ainsi que la tension maxima et le coefficient 
d'élasticité E, chercher raugmentation ou la diminution 
du rayon intérieur de la pièce. 

On a R, = R(ldr^)- (64) 

lt4. Applleadons. — Les applications ci-dessus, 

I. On donne E = 1 000 000 kil. par cent, carré. On trouve 

R, = 1,0006 R = 0°>, 15009. 

II. On donne E = 1 100 000 000 kil, par m, carré. On trouve 

R, = 0,9997 R = 3n>,9988. 

III. On donne E = 1 000 000 kil. par cent, carré. On trouve 

R, = 1,0006 R = 0«»,05003. 
V . On donne E = 1 100 000 000 kil, par m. q. On trouve 
R, = 0,9996 R =: 6'n,9972. 
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lli5. Remarque. — Lorsque la pression donnée est fort 
petite en comparaison de la tension maxima admise , Tépais- 
seur à laquelle on arrive est aussi fort petite comparative- 
ment au diamètre de la pièce. Alors on ne commet pas 
d'erreur préjudiciable en supposant que la tension / n'est 
pas variable , qu'elle est la même sur toute l'épaisseur, et la 
formule à employer devient beaucoup plus simple. 

En effet l'équation qui donne R' en fonction de R dans le 
cas du cylindre, devient 

P — F 



PR-FR'=T(R'-R), d'où R'-R = R 
ou P'R'— PR = T(R'-R), d'où R' — R = R 



T + F 
F — P 



T-F 

Telle est la formule dont il est généralement fait usage 
,dans le calcul des épaisseurs à donner à des tuyaux de fonte 
ou de fer soumis à de faibles pressions comme les tubes et 
les corps des chaudières, les cylindres et les tuyaux à 
vapeur, etc. Dans ces cas, du reste, on ajoute généralement 
une constante au résultat du calcul , pour dçs raisons que 
nous n'avons pas à énumérer ici. 

l!iO. Prebléme. — Calculer V épaisseur à donner à 
une plaque homogène primitivement plane, circulaire et 
reposant sur un appui circulaire tel qu'un cylindre creux 
(fig. 63), supportant une pression répartie uniformément 
à raison de "^ par mètre carré, de manière que la tension 
ne dépasse en aucun point t kil, par mètre carré. 

Considérons des sections circulaires concentriques de 
rayon variable œ, La pression sur l'un de ces cercles sera 
p-KX'^, Tel est aussi Teffort tranchant à la circonférence de 
rayon x. Le diagramme de l'effort tranchant sera donc un 
arc de parabole KEN. Si , dans le but d'évaluer le moment 
de flexion , on veut appliquer à ce cas la propriété du dia- 
gramme de l'effort tranchant , il faut commencer par cher- 
cher la position d'une droite telle que ABC qui coupe l'aire 
du diagramme de l'effort tranchant en deux parties équiva- 
1 entes, de telle sorte que le moment des forces extérieures 
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I 






ï^ 







pour la pièce entière soit nul (n<>38). En d'autres termes, 
la droite AC doit être située de telle façon que Ton ait 

aire AKQ = aire QBE, (65) 



ou 

d'où 

Or 

donc 



-ixY-^a?y-2/'(X-a?') = -|â?y, 



y' = 



Y =p7rr», 
. 1 



p-nr^ = BE = AD. 



D'après cela, le moment de flexion à la section circulaire 
de rayon œ et d'épaisseur e sera 

M = aire AKIH= -prrr'.r — -p7râ?'.a? — -i>7rr'(r — a?), 

ô ô O 

M = — pTTO? (r* — x^). 

o 

D'autre part , le moment d'inertie 
27rire» 



1 = 



12 



et , par suite , 
M 



f-f-^----)- 
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Dooc 






Ee» \ 2 12"^ / 



La constante C est déterminée par la condition qu'à x=^r 

-r* et 

a^ 5 



5 
correspond y = ; d'où C = r* et 



'-^('"--f-i'^)- 

La flèche Y = ||.e(^)*. (66) 

M 

La quantité — est maxima au centre ou pour or = et 

vaut en ce point -~r- • On a donc, pour calculer e, d'après 
la formule (25), 

Ef! = H. d'Où e^rJI. (67) 

Avec cette épaisseur, la grandeur de la flèche devient 

6 E Vp* 

1 1». Applleatlon. — On donne 2r = 0™,60; p = 8 kil. par cent, 
carré ; t = 400 kiL par cent, carré ; E = 1 000 000 hil. par c. q. 

On trouve e = 0™,043 , Y = 0™,0007. 

tiBS. Problème. — Le même que le précédent si ce 
n'est que la plaque est encastrée à sa circonférence 
extérieure. 
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En appelant m une quantité proportionnelle au moment 
d'encastrement , on a 

dy 2p /a?» 



eio? Ee» \3 / 



la condition --^ = o pour x ^ r donne m = — r- ^* et 






r* 



la constante — étant donnée par la condition y = pour 
x=^r. 

Laflèche Y = i.f.©* 

La sactioQ dangereuse est à l'encastrement où l'on a 

I 3e'^" e ' 



d'où e = ;.y||, (68) 

1 1*. Awllcatlon. — Les mêmes données qu'au n» 127. 
On trouve e = 0"a,018 et Y = 0«,0003. 
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CHAPITRE IX. 

SUR LE GALGUL DES PIÈGES PRESSEES PAR LEURS ABOUTS. 

1 30. ProBlème I. — Étant donné V effort N gui s'exerce 
sur Vabout d'une pièce dans la direction de sa fibre 
moyenne et dans le sens cTune compression , trouver la 
tension par mètre carré en un point donné d'une section 
quelconque, 

Fig.ù^ Voir flg. 64. La pièce est à la fois soumise à la 

^ compression N et au moment de flexion Ny, et la 

A t flexion se produit suivant un des axes principaux 

/ 1 d'inertie. Donc , d'après l'équation (45), (n° 105) , 

/ . f i^ la tension d'une flbre quelconque de la section CD 

\ est exprimée par 



t^-±^^u. 

On voit donc que la distance de la flbre neutre à 
la flbre moyenne est donnée par l'équation 

B ^^i""T^' ^'^^ ^V-\^ (70) 

^^ dans laquelle y doit être remplacé par sa valeur 
en fonction de x. De même l'expression de la tension t n'est 
complète qu'aî)rès que y est remplacé par sa valeur en fonc- 
tion de X, Ainsi, parceque le bras de levier de la force N 
qui produit le moment fléchissant est, non plus une fonction 
de l'abscisse x, mais bien de l'ordonnée de l'élastique, il est 
nécessaire, pour obtenir les tensions, de rechercher tout 
d'abord l'équation de la flbre après déformation. 

181. Prebleme II. — Chercher V équation de la courbe 
affectée par la fibre moyenne d'un solide pressé par ses 
abouts. Nous nous bornerons à l'examen des cas particuliers 
suivants : 

I. Les points A e^ B sont assujettis à rester sur l'axe 
desx. 
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équation linéaire du second ordre dont l'intégrale générale 
est y == A cos Ao? + B sin kœ. 

On en déduit 

du 

-T^ = — A ( A sin A 0? — B cos A a? ) , 

dx ^ ^' 

d*y 

•^-~- = — A* {AcosÂa? + B8inAa7) = — A*î/. 

Donc A' = ^ et *=Vll- 

y = pour 0? = donne A = 0. 

2/ = pour œ = l donne B sin A/ = ; 

or , comme B ne peut être nul sans que Ton ait 2/ = , on 
voit que Téquation de la courbe est 

y = Bsmhœ, (71) 

dans laquelle k satisfait à l'équation 

= sinA/. (72) 

Si n représente un nombre entier , cette équation donne 

V\/^ = n7r, d'où N = n«7r«^. 

N Kl 

Faisant P = -^^ » on en déduit p = n* tt» -tt^ • 

On en conclut que P a une infinité de valeurs dont la plus 
petite est 

P. = K«-^- ,(73) 

Si P reste en desseous de cette limite , la flexion n'a pas 
lieu ety=0 parce que B = 0. Si P est exactement égal à sa 
limite Pj , l'équation de l'élastique est 

TTO? 



2/ = B sin 



/ 
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Où B reste indéterminée; c'est-à-dire que le solide est dans 
un état d'équilibre indiffèrent sous la forme sinusoïdale 
quelconque prise par sa fibre moyenne. 

Remarquons que I est le plus petit des deux moments 
d'inertie principaux. 

On voit 1® qu'à l'état d'équilibre , la tige est simplement 
comprimée sans flexion tant que la charge P reste inférieure 
à la limite Pj (73) , celle-ci fût-elle la charge de rupture. 

2^ Si la charge est supérieure à P, , la pièce en équilibre 

sera à la fois comprimée et fléchie ; l'équation de sa fibre 

PS?/ 
moyenne sera y = B sin Ao?; la tension ^ = P ± — y-^ u ; 

la distance v de la fibre neutre à la fibre moyenne 
le coeflîcient angulaire de la touchante 

6?2/ 

tg 9 = :r- = B/f cos kx. 
' ax 

Ce coefllcient devient nul |)our a?, == rj- . 
et, pour la plus petite valeur de A, c'est-à-dire ki = j , 

on a ^i = j' 

Fiç,â5, 
"^ 3° Des formules précédentes on peut déduire la 

A^ -yji4plus grande longueur que la pièce puisse avoir 

pour ne pas fléchir sous une charge donnée. Cette 

recherche fera l'objet du troisième problème de ce 

] / chapitre. 

II. Le point A est libre et la pièce encastrée 

e7i B peut fléchir de manière que le point A 

quitte la verticale. (Fig. 65.) 

Appelons NY le moment d'encastrement in- 

connu. Nous aurons -r^ = — ( Y — 2/ ) , 

et l'on voit immédiatement que Y = AçA. 
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Suivant la même marche que ci-dessus , nous aurons 

y = A cos A-T + B sin Aa? + C , 

dy 
dœ 

d'y 



d'où 



= — A ( A sin Âo? — B cos kx), 

= — A* (A cos to + B sin kœ) = A* (C — 2/) ; 



Conditions : pour â? = , 2/ == Y ; pour a? == /, y = et 

3?^ = 0. On en déduit Y = A4-Y ou A = 0; d'où 
dœ 

y == Y + BsinAo?, 

:;r^ = BA cos kx , 

=y + BsinA^, 
=BcosA^; 

et , puisque B ne peut être nul, on a 

cosA^ = et A/ = n-|-, /f,^= — ; 



enfin 



P* = 



7l« El 



4 /*S 

III. Même cas , ma25 /^ point A ^5^ assujetti à rester sur 
Fig. 66. ^'^^^ ^^^ X (fig. 66). 
On a 
T^' d'y 1 




y = AcosAa? + Bsmfta?- 



N 



X, 

N' 



^=— ft(AsmAa? — Bcosfta?) — ^, 
d*y I N' \ 
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Les conditions y = pour ^ = et pour a? = / et -y- = 
pour x^l donnent successivement : A = , 

= BsinA/--^^ i 

0=^kBcoshl ^. 

Le plus petit angle répondant à cette dernière équation 
est approximativement ( 1 ) de 257^,45 , d'où 



«* V-%f=''^^^'^' 



d'où P, = 1,43 X 1 ,43 T« -||- = 2,046 7r« -^ ■ 

On peut admettre , pour plus de simplicité , 

L'ordonnée est maxima et égale à Y pour cos A, a? = cos A, l 
ou pour A| 0? = TT — 0,43 tt = 0,57 tt soit un angle de 102^,36 '. 

IV. La potence BAC , fig. 67, supporte 



Fig.67. 




le poids N"^ à r extrémité du bras d. 

Le point B est pris pour origine des 
coordonnées. On a 

dx* El ^ ^ ^^' 

2/ = C -H Bcosâ;^?, 



dp 
dx 

dx' 



=: — Bksinhx , 



^,=-BÂ«costo? = -Â* '2/--C)=A« (C~2/). 



( 1) Voir la note II à la âa du yolume. 
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D'où A= y/|j et C = Y + d. 

Conditions: pour a; =0, î/=0 et ^=0; poura?=/, î/=Y. 
D'où B ^T et = Y + d + B=Y + d- ** 



:r- = — Â(AsmAû7--BcosAa?) 

dœ ^ 



d'où y=.rfi— i--l 
( cos A/ 

Enfin î/ = ,,!l — cosAo?! et -~ = —^mhœ, 

V. Les deux extrémités de la pièce sont encastrées et 
doivent rester sur Vaxe des x. Nous avons 

y = Acos^a? + BsinÀû? + C, 

y __ 

V 

*-v'ri- '=-■>'■ 

y = pour a? = donne = A + Y ; 

~== Lour âî = donne B = ; 
dx ^ 

on a donc y = Y ( 1 — cos Ao?) , 

-j^ = kYsinkx. 
dx 

y = pour a? = / donne coskl = 1 , 

. ,.. ^'47r» PS 
d'Où kl = n2T: et ^ = — TT" == eT ' 

. « T. 471» El 

et enfin p, =_,_. 

La condition ;r^ = pour a? = / donne = sin A/, ou 
A/ = n TT, évident puisque A/ doit être un multiple de 2ir. 
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1319. Problème III. — Supposant qu'il s'agisse d'une 
pièce à section circulaire , déterminer le plus grand rap- 
port que Von peut admettre entre la longueur et le dia- 
mètre de la pièce pour qu'il n'y ait pas de flexion. 

N 
Quand même on pousserait la pression P = — jusqu'à la 

charge de rupture par compression simple , la flexion n*est 
pas à craindre tant que cette pression ne dépasse pas la 
charge que nous avons appelée P« dans les problèmes qui 

précèdent. Il en résulte que le maximum du rapport — est 

a 

donné en fonction de la charge de rupture P| 

pour rexemple I , par -— V — - » 

4 ^ "i 



II. 

m, 

V, 



8 V p. 



8 

TT 

21/2 



P. 



2 V p, 



AvplicatlsBa. — On peut admettre les chiffres suivants comme des 
moyennes convenables en pratique : 



Fonte , 


E 10000 
P, 63 


-r. 


= 39,6. 


Fer, 


20000 
22 ' 


- 


94,7. 


Bois, 


1100 
5 ' 


» 


46,6. 


en déduit pour 


le maximum du 


rapport — - » 






Fonte. 


Fer. 


Bois. 


Exemple I, 


10 


24 


12 


II, 


5 


12 


6 


« III, 


14 


33 


16 


V, 


20 


47 


23 
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133. ProMéme IV. — Chercher le solide 
d'égale résistance da^is le cas d'une pièce 
I pressée par ses abouts, (Fig. 68. ) 

Dans une section CD quelconque , la fibre la 
plus Êatiguée par compression est celle que nous 
avons désignée par la lettre D dans la figure et 
que nous supposons située à la distance z de la 
droite qui serait l'axe neutre s'il n'y avait que 
flexion seule. Pour cette fibre, on a (n°* 130 et 131) 

et la tension t doit être la même [)our tous les points de la 
fibre extérieure comprimée D'D". Lb problème consiste à 
chercher la fonction z deœ qui remplit cette condition. 

Nous en chercherons la solution pour deux cas : 1° celui 
où toutes les sections sont des figures géométriquement 
semblables ; 2° celui où la section est rectangulaire , Taxe 
de flexion étant parallèle à la dimension constante a des 
rectangles. . 

Premier em».^ Sections semblables. — I==cz*, S= dz*. 
Des équations générales on déduit : 

dx Vn c'/ dx 

El ^z\ c'z*' 
rit , ixd'z 6t {àz^ _\/ N\ 
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3^ 
Divisant tous les termes par -t^ et faisant 

Introduisant le facteur 2 (;2:« — a« ) — et intégrant, on a (1) 

La constante C« sera déterminée par la condition résul- 

dz 
tant de la symétrie , que — = au milieu de la pièce , là 

où la valeur ie z passe par son maximum r, 
r* 2 a* 

Si nous prenons z* comme variable , nous aurons 

Appelons maintenant e une quantité telle que 

2:««r«(l — e), p» = r«(l — e'); (c) 

puisque p est la valeur que prend z aux extrémités de la 
pièce , là où il n'y a pas de flexion , p est la plus petite valeur 
de z et e' la plus grande valeur de e. Cela résulte des équa- 
tions (a). La limite de e' est Tunité; car pour e' = 1 on aurait 
p = 0,ce qui entraînerait N = et la disparition du pro- 
blème tout entier. Cette remarque nous permet de substituer 
au log(l — e)les deux premiers termes de son développe- 



( 1 ) Cette méthode m*a été suggérée par mon collègue et ami M. E. Ron 
kar , à qui il m'est agréable d'adresser ici mes remerciements. 
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— 2 1 • D'autre part , il est possible de démontrer 

que la quantité sous le radical est toujours positive pour des 
valeurs de z^ supérieures à p*. En effet , soit Y = fiz^) cette 
quantité, on a 

d(z^) 6 z* 

donc, pour toute valeur de z* supérieure à p*, le coefficient 
différentiel de la fonction Y est négatif: il n'est iiul que pour 
^« = p*. A partir de cette valeur, Y va donc en diminuant 
à mesure que z* grandit et ne devient nul que pour z^ «= r*. 
Remplaçant donc, dans l'expression (ô), log ^' par 

log r* + /— e — — ) , supprimant le terme en e» dans le 

développement obtenu par suite des notations (c) , et faisant 

nous aurons 

œ = C.T ==iz=r I ^^ — * 

2pl/r«-2a«J l/Ae— 6« 

qui donne 

ri/ 3 ((r«-a*)« . /2s A, ,.yT -) 

2(3l/r«-2a«'2(^-2a») \A / ) 

Reste à déterminer la constante C,. A cet effet plaçons 
l'origine au milieu de la pièce : à a? = correspond e = et 
et on a 

G = + rl/3" (r»~aY 3£ 

rVj ( (r*-a«)« r37r . /2e xi 

d'où a?=± — ^ — -^ — -arcsml-r-— . 1) 

2/3l/r*— 2a* (2(r*— 2a*) [ 2 \A /J 

— r* l/Ae— "ë«j. (74) 
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Si, dans cette équation, on fait e «= e' et ^ = p, a? prendra 
la valeur i ^ ; si, enfin on y fait ^ = P, suivant les nota- 
tions adoptées dans ce chapitre , a , |3 , r étant remplacés par 
leurs valeurs (a) et (c) , on arrivera à Téquation 



2p ^P,C'4I 



1 \ (2 + S'Y 



(1 +26') V/l —s' / 1/(1 — £') (1 H- 2e') 



3£ 

2 



'^]-i 



— arcsin — — r — 6e' (75) 



qui donne la limite du rapport — pour que la flexion ne se 

produise pas même sous la charge de rupture par compres- 
sion P4. 

Cette limite , comme on le voit , dépend de la valeur que 
Ton assigne d'avance à e' ou du rapport de r à p. C est ce que 
n'a point entrevu Redtenbacher qui , du reste, part d'une 
hypothèse contradictoire puisqu'il suppose d'abord S constant 
pour déterminer ensuite son mode de variation. 

Pour e' = 0, on retrouve la limite déjà assignée pour le 

/ TT / p 

solide d'égale résistance , soit ;r- = -r V "tt » ^^ cas où la 

2p 4 » F| 
secion est circulaire, c'est-à-dire où c = --et c' = 7r. SoitK 

4 



leurs respectives 1,268 K; 
suivant : 


4 
1,863 K; 


2 4 
3,277 K 


. D'où le tableau 


e' 





1 
4 


1 ' 
2 


3 

4 


— pour la fonte 


10 


13 


19 


33 


r 

w le fer 


24 


30 


44 


77 


« le bois 


12 


15 


22 


38 



Les valeurs de e' et du rapport R = -- ne sont pas loin de 
suivre la loi exprimée par l'équation R ( 1 — e') = const. 
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La ligne ABCD fig. 69 est la méridienne du solide circu- 
laire d'égale résistance pour e' = — • Ses cordonnées sont 



e 

^-=rl/l— g 20 

œ 




0,4 
15,48 



0,5 
14,14 



16,49 25,58 38,30 50,87 69==--. 

Équation Ma? = 37r— 2 arc sin (3,2e— 1)— 0,961/106—16 e*. 
Deuxième eas. — Section rectangulaire à base a cons- 
tante. Suivant la même marche que pour le premier cas , 
nous aurons : 

N . 62/ 

^ a^ / t 1 \ 



^= 



az 



a*z 



d^P N 12y ^ 



a^ t d^z 
6 



N dx^ "^ Ea \N a^/ ' 
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facteur d'intégration , 2 — — ; 



a} t i dz 
6 



Soient : b la valeur de ^ ou hauteur de la section au milieu 

de la pièce ou pour a? = ; ô' aux extrémités ou pour a? = ± - > 

N 
V étant déterminé par l'équation aV — -r-\ 

« = &(!-£). 6' = ft(l-£'), log(l-e) = -£-|-; 
on aura 



■/\/(T- 



a; = C, T =: — \/ — arc sm t 1 • 

2»/3 &' ^ < Le' J 

21/3 Ô' ^ ^ 2 

0?= ± ^\/ { arcsm e 1 |(76) 

2Ï/3 ^ ^ 1-e'/ 2 L 6' J) 

Si , dans cette équation , on fait e = e' , ^ = P, , œ prendra 

la valeur zir — et Ton arrivera à Téquation suivante, qui 

donne le maximum de — pour une valeur choisie de e ; 

l . 1 4 rË~ 1 [37: . , , 1 
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Pour e' =* , on a le solide prismatique pour lequel la limite 

/ iï ^ Fe' ^^,113 

— == — zL\/^Fr- = K. Pour £' = --,---, - respective- 

« 2V/3 V Pi 4 2 4*' 

4 
ment , la limite devient l,12K;-r-K;h84K; Tinterpolation 

«5 

par le procédé graphique la donnera pour d'autres valeurs 
de e^ On en déduit le tableau suivant : 



c' 





1 
4 


1 
2 


3 
4 


- pour la fonte 

CL 


11 


13 


15 


21 


^ le fer 


27 


30 


36 


50 


" le bois 


13 


15 


18 


25 



La ligne AB'C'D', fig. 69, est le profil du solide rectangu- 
laire d'égale résistance pour e' = —- et est tracée au moyen 

de l'équation 

Mû? = 37r — 2 arc sin ( e — 1 ). 

Les coordonnées sont 
c 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

^t=ô(i— £) 20 18 16 14 12 10 

0?= 29,70 42,39 52,40 61,10 69 = -|- 
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CHAPITRE X. 

PIECE DROITE REPOSANT SUR PLUS DE DEDX APPUIS (i). 

131. Problème I. — Étant donnés les moments de 
flexion en deux points k et B d'une pièce droite ainsi 
que les charges extérieures appliquées entre ces deux 
points, trouver le moment de flexion en un point inter- 
médiaire quelconque. 

Soient (fig. 70) : Ma et M& les moments de flexion aux 
points A et B respectivement; P, , P,, .... les charges exté- 
rieures appliquées aux distances respectives ^r, , a?,, ... du 
point A que nous prenons pour origine ; Ta Teffort tranchant 
en A ; a? l'abscisse d'une section quelconque par rapport à 
laquelle nous cherchons le moment de flexion M ; ô la dis- 
tance SB. 

A c d X é / B 




Puisque le moment de flexion M est égal (n<> 38) à la 
somme de tous les moments des forces depuis le point A 
jusqu'à la section considérée, nous avons 

M =Ma + Taa? + 2:Pn(a?-!^n); 

d'où Mft = Ma + Ta Ô + 2« Pn(Ô — Xn)\ 

(1) Dans ce chapitre nous suivons, en l'appropriant à notre plan général, 
la méthode si féconde et si remarquable que M. Clerc a fait connaître 
dans les Mémoires de la Société des Ingénieurs civils de Paris , août 1880. 
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et , en éliminant Ta qui est inconnu , 

M = Ma+(M6-Ma)^ 
-a?2][Pn^^+2]lPn(a?-a?n). (77) 

Telle est la quantité cherchée. Mais, pour Texprimer plus 
simplement , faisons 

Mo = a?2]!P**^-^ -^'Pn(a?-a?n), (78) 

en remarquant que Mq serait le moment de flexion au point X 
de la poutre considérée si elle était sciée aux points A et B 
et soumise uniquement aux réactions Ra et R& d'appuis placés 
en A et B et aux charges extérieures données Pn. En effet on 

aurait en ce cas Ra = ^ Pn — ^— ^ , et par suite M© est 

bien le moment de flexion que nous venons de définir. 

Puisque l'on donne complètement les charges extérieures 
Pn, il sera toujours possible de déterminer Ra et R* et par 
suite de tracer le diagramme des moments de flexion. (Voir 
note I à la fin du volume.) Le diagramme des moments de 
flexion Mo est donné (fig. 70), c'est le polygone ACDEFB. 
S'il y avait des charges uniformément réparties , les côtés 
correspondants du polygone seraient curvilignes ; la question 
que nous traitons n'en serait pas changée. 

Nous avons mené (^fig. 70) la droite A' B' ayant pour ordon- 
nées extrêmes Ma et Mo et dont l'équation est par conséquent 

^ = Ma + (Me, - Ma) -^. (79 j 

On a donc 10" = Mo ; XH = /:x et , par conséquent , au signe 
près , M = Mo — fx = TH . Remarquons qu'il convient de 
donner le signe + au moment Mo parce qu'il a nécessaire- 
ment pour efiet d'augmenter la flexion dans le sens où elle 
se produit à la poutre sciée. Dès lors on peut écrire 

M = Mo — /x, (80) 



Digitized by 



Google 



139 - 



ou 



M^ 



Dans la fig. 70 , les hachures figurent les valeurs de M , 
c'est-à-dire du moment de flexion , et ainsi donnent complè- 
tement la solution graphique du problème proi)Osé 

135. Problème II. —Étant donnés les moments de 
fleccion^l entre deux points ketB quelconques , ainsi que 
les ordonnées de ces points quand la pièce est fléchie, 
chercher les angles que la touchante à C élastique fait avec 
Vaœe des x en ces points AetB, 

Soient (fig. 71) : ABC Télastique; A'B' Taxe des a?; 




b== AJB'; A! l'origine ; Pi et p^ les ordonnées des points A 
et B respectivement ; ^ Tabscisse d'un point N quelconque 
de la courbe situé entre A et B. Nous appelons I le moment 
d'inertie de la section en un point quelconque , moment qui 
peut être variable ; E le coefficient d'élasticité ; 9 , l'angle 
que la touchante à l'élastique fait avec l'axe des œ en un 
point quelconque et cpa et cp6 les valeurs particulières de cet 
angle aux points A et B respectivement. Nous supposons 
qu'en tous les points de la pièce fléchie , la valeur de l'angle cp 
est toujours assez petite pour que l'on puisse considérer 
lare DAa comme un arc de cercle ayant c^b pour angle au 
centre et & = DB pour rayon. L'arc Aa = ha. été tracé par 
le point A se mouvant dans l'hypothèse que la pièce est sciée 
en A , encastrée en B dans la direction de sa touchante Ba , 
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et soustraite à tout eflfort extérieur. Il suit de cette hypo- 
thèse que 



dh — œd^ et par suite Aa -- ^ = fi 

De plus , par hypothèse, Da =* ÔÇ6 ; 

Vt + à^b — 2/i = jœd*f 

et <p.=?^p+iyw 



œd(f. 



donc 



(81) 
(82) 



^, 



T 



Or ^ est ce que nous avons appelé — dans le chapitre de 

M 
la flexion simple et dont la valeur — est donnée par Téqua- 

tion (18). Nous pouvons donc écrire 

djp ^ ^ ^ M^ 
(fcp L El 



et d(f •■ 



El 



dœ. 



Donc 



6 



De plus f 

équation qui donnera (fa , étant connu (fb 



(83) 
(84) 




flSB. Remarques. — 

I. Que Ton trace (fig. 72) 
une courbe a à dont les 
ordonnées soient les va- 
leurs de l'expression =-= 

ff pour l'abscisse correspon- 
dante, on aura : 



ri— ) ^ = S* ( ^l) "" ^^^^® ^® ^* courbe àb entre A et B ; 
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/*/ M \ 11-'» ' M \ 

l — jœdx = 11 1 pTf) = l6 moment de la surface 

S (ft) P^^ rapport à Taxe Aa désigné par l'indice supérieur. 

Si Ton connaît M, E eti en chaque point d'une poutre^ on 
voit que Ton peut obtenir aisément, par un simple procédé 
graphique, les valeurs de cp» et de fa qui , avec les nouvelles 
notations que nous venons d'introduire , s'écriront 

IL Au cas particulier où El = const., la courbe ab (flg.72) 
a ses ordonnées proportionnelles à celles marquées par des 
hachures , flg. 70, et les équations précédentes deviennent 

^^ = S^ + .irM;(M). (87) 

?a = (p6-^S[(M). (88) 

137. Problème III. — Chercher une relation entre les 
moments de flexion Ma, M^, Me sur trois appuis de niveau 
et les charges extérieures appliquées entre les appuis 
extrêmes. (A cette relation on a donné le nom de théorème 
des trois moments. ) 

Fig,73, ^ 

Ma ^ \ l^ ^ \ '^ 

i ! 

Soient , fig. 73 , A , B et C les appuis pour lesquels y^ = y, 
= 2/6 = 0. La relation demandée s'obtiendra en appliquant 
les équations (85) et (86) aux deux travées AB et BC suc- 
cessivement et en éliminant l'angle (p& , puis remplaçant M par 
sa valeur déduite de l'équation (80). 
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On a ainsi , d'après Téquation ^85) où l'on fait j/a^j/b=pe=0, 

dans la travée b, ^* ^ T M ("et) ' 
. . . c, ,. jUCw)- 

-« } m: (4) +i m: (!)-«. 

équation qui devient, après substitution de la valeur (80) de M, 

«.|iM.u)4.M:(é)i+"'i.^M;(i)+^M:(f)i 

(89) 

138. Remarques. — I. D'après les notations adoptées, 
on a 

b b 

Cette expression représente le moment d'inet^tie de la 
surtace de la courbe dont les ordonnées seraient égales à ■=^ » 

Jt!il 

pris entre A et B et par rapport à Taxe A. C'est pourquoi 
nous la représentons par le symbole J (pf ) • 
Avec ces notations l'équation (89) s'écrit 

"• |iM:(i,)-s^L'(r.)!+«i^i:(ri)+ ?ï(î,)| 

+Ho-M:(à)-^£(iî)!-iM:(ii)+^M:(iî)-<") 

II. Ati cas particulier où El = const., on a 

M(Iî) = ^i/m.^^=mS^' 
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en appelant S la surface de la courbe ACDEB (fig. 70) dont 
les ordonnées sont les valeurs de M^ et X la distance du 
centre de gravité de cette surface au point A. Ainsi dans ce 
cas l'équation (90) devient 

bUa + 2(b + c}M,+ cMc =6 |g^ 4- ^^ ^^^" ^\ (91) 

La valeur du second membre de cette équation peut 
toujours être calculée ou déterminée à priori. 

III. Si les charges extérieures sont uniformément 
réparties sur chaque travée et égales à p^ kil. par mètre 
courant pour la première ; p, pour la seconde ; si ^, et l^ sont 
les longueurs des deux travées ; enfin si Ton désigne les mo- 
ments aux points A , B , C par les indices , 1 , 2 ; on a 



12 12 

2 



X,= {l, C-ic = -^ 



et par suite 

/.Mo + 2(^ + l,) M. + /.M, = ^ + ^ • (92) 

Telle est l'équation de Clapeyron , dont celle de M. Clerc (90) 
est une ingénieuse généralisation. 

IV. Si les appuis n'étaient pas de niveau , au second 
membre de Téquation (90) il faudrait ajouter 

Ml^^yt+Vl^, . (93) 

expression dans laquelle les y représentent les ordonnées 
des points d'appuis désignés par la même lettre que Tindice. 

1S9. Exemple I. — Le système complètement donné fig. 74. On sup- 
pose E I = const. 
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F^f 7^. 




Le diagramme des moments Mo est A DE B , BFH C ; on a 



475 



d D = 5,700»'°^ , /-F = 2 1 ,600»"» , S = 46,500 , X = -— - . 

29 
<pE =8,400»^, 7iH=26,400»^; S' = 216,000; c — V=--. 

4 



'S/ 



— 23,750 



S'(c — A) 



somme = 128,150. 



= 104,400 



Ensuite Ma = 0,M6 = 0; 2 X 25 X M& = 6 X 128,150; 

d'où M&=15.378ï^«» = B^. 

On trouve enfin pour les réactions aux appuis : 

Ra= 4r-= 362^,2 362S2 



3 



(^V 



Rc = -4^ =3374,8 

6 



Vérification. 



= 3637,8 + 4625,2 = . . . 8263^0 

3374S8 

2R = 2P= 12,000k 
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Exemple II. — ha même poutre que la précédente mais uniformément 
chargée sur toute sa longueur à raison de 400 kil. par mètre courant. La 
figure 75 est faite à la même échelle que la précédente. Le diagramme 
des moments M^ se compose des deux arcs de parabole ADB et BHC 
dont les ordonnées maxima ont pour valeurs SjOOO'^™ et 1 1 ,250"^ respec- 
tivement. Le moment M, = B /i = 8,750^>^. Les réactions des appuis sont 
respectivement 

Ra = 1,125k ; R* «= 6,458^,33 ; R<, = 2,416S67 ; 2 R = 10,000 k. 

Flç.7S. \ 




CHAPITRE XI. 

DÉFORMATIONS DES PIÈGES PRIMITIVEMENT COURBES. 



Fîgf.76. 



B,b 




i40. Problème I. - 

On demande de chercher 
la courbure affectée par 
la fibre moyenne d'une 
^z pièce homogène y primiti- 
vement courbe^ soumise à 
des efforts donnée. (Fig. 76.) 
Nous examinerons deux 
cas : 1<> la courbe donnée 
-^j de la fibre moyenne est 
: plane et reste plane après 

1 déformation ; 2<* la fibre 

E___J^^\ ^moyenne a une double 
courbure. 

10 
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!•' cas, fibre moyenne plane. — Soient A B et CD deux 
sections normales indéfiniment voisines entre lesquelles la 
fibre moyenne 00' est courbe, ayant pour centre de cour- 
bure le point E, pour rayon de courbure po = EU, pour 
longueur primitive OÔ' == L = dœ. Le moment M des forces 
extérieures amène la section CD dans la position CD' par 
ra|)port à AB restée fixe et alors la pièce a fléchi, le centre 
de courbure est venu en E' et le rayon de courbure est 
Ë^=p.MenonsC4Dj parallèleàABet soient yo=0'EO=CjOC, 
^ = COC. L'allongement proportionnel de la fibre ss^ située 
à un mètre de distance de la fibre moyenne dans là sec- 
tion CD sera 

L L L* 

Or on a —^ — =» — et -7-^ = — • 

L p L po 

W 1 1 

Donc ^r- = 

L p po 

W M 
D'autre part, en vertu de Téquation (18), on a -r- = — - 

L Kl 

Donc = =^ . (94 

p Po El ^ ^ 

Cette équation résoud le problème posé puisque M , I et po 
sont des quantités données , fonctions de a?. 

!^« eas. — Fibre moyenne à double courbure, — Les 
forces extérieures données sont appliquées en des points 
quelconques. La fig. 76 est supposée dans le plan osculateur 
de la courbe donnée , c'est-à-dire le plan qui renferme les 
centres de trois sections indéfiniment rapprochées, 0, 0', G". 
Les deux sections, normales AB et CD se coupent suivant 
une droite perpendiculaire à ce plan et projetée en E ; centre 
de courbure de la courbe primitive. Le plan osculateur ou 
pian de la figure coupe la section normale CD suivant une 
droit OWo prolongement de EO; supposons tracée dans le 
plan de cette section , une droite O^o perpendiculaire à OWo : 
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ces deux droites O^^o » O^o » avec la direction 0' de la tou- 
chante à la fibre moyenne à Tétat primitif, forment un sys- 
tème orthogonal d'axes des coordonnées. 

Nous supposons que la section normale après déformation 
est restée plane, que la fibre moyenne 00' a conservé sa lon- 
gueur primitive L=rfa?, que la flexion n'est pas accompagnée 
de torsion , enfin que la distance u^ de la fibre la plus écartée 
de Taxe neutre a une longueur négligeable en présence de 
celle du rayon de courbure primitif po- 

Cela étant, après déformation, le nouveau plan osculateur 
coupe la section dans sa nouvelle position suivant une droite 
Ou faisant l'angle |3 avec OMo ; Oz , perpendiculaire à Ou 
fera aussi l'angle (3 avec OZq , et p sera le nouveau rayon de 
courbure. Considérons une fibre qui était à la distance u^ de 
Taxe 0^0 avant déformation et qui est ensuite à la distance u 
de l'axe Oz après déformation. Entre Uq et u existent les 
relations 

w = WoCOs/3-f 3:oSin(3, 
z = -2:oCos|3 — WoSin|3. 

La longueur primitive de la fibre considérée est L /l -h -^)' 

1 -I 1 ; donc son allonge- 
ment proportionnel est 

^ p Po _u Uq 



1 + ^ 

po 



Wo p p 







( en négligeant — ^ en présence de l'unité) ; sa tension , 
po 

<=E(i^-i^), (6) 

\p Po/ 

( / cos s 1 \ sin fl ) ,^,. 

< = E t u. (-^ - -) + ;î.-^|- (95) 

Les moments de cette tension pour toute la section auront 
pour valeurs : Iz^ts par rapport kOUoeilUots par rap- 
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port kOZo. Ces moments sont égaux aux moments des forces 
extérieures par rapport aux mêmes axes. De là les équations 
d'équilibre que nous allons écrire en adoptant les notations 
suivantes : composantes des forces extérieures A, B, C ; coor- 
données de leurs points d'application a,ù,c; I, J, K moments 
et produit d'inertie ; F, moment d'inertie polaire. 

Axe 0^0 A, a, I=2Wo'^» K = 2Wo^o5- 

- OUo B, b, J = Izo^s, 

^ OO'ouOâ? C, c, V = l(Uo^ + z^*)s. 

Nous aurons L = 2(Cô — Bc) = 2wo^5, (^o) 

M^l{Ca—Ac)=lZots, (Uo) 

N = 2(Aô--Ba) = par hypothèse (x^) 

( De même 2A = 0, iB = 0,2C = 0par hypothèse). Donc 

/cos(3 1 \ T , sinf3 



K 



(96) 



^ P Po/ 

dx 
Il est bien entendu que, si l'extrémité de la pièce n'est 
pas libre, on comprend sous le signe 2 les composantes A', B' , C 
de l'effort qui y maintient la pièce. 
Les équations (96) donnent 

sinp^ KL — IM 

PV E(K«-IJ)- 
cosiS _ J^ KM- JL ^ ^ 

p po+E(K»-IJ)* 

En éliminant j3 entre ces deux équations on aura une rela- 
tion entre p et les quantités données , qui formera la solution 
de la question ; mais l'introduction de l'expression différen- 
tielle du rayon de courbure rend en général les calculs inex- 
tricables. 

141. Remarques. — L En éliminant p et |5 entre les 
équations (95) et (97) on arrive à la valeur suivante de t : 
. M {KUq ~ u,) ~ l ( JMq - Kgp) 
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Pour Taxe neutre , f = et Ton trouve que cet axe neutre 
est conjugué dans Tellipse centrale avec la droite de la section 
par rapport à laquelle la somme des moments des forces ts 
pst nulle, droite qui appartient au plan du couple de flexion 
résultant de L et M. 

II. Si 2C n'est pas égale à zéro, outre la flexion, il y a 

une extension d'où résulte la tension ^'= ~- qu'il faut jouter 

à t. Nous représentons par S™^ l'aire de la section considérée. 
Enfin si le moment de torsion N^"» n'était pas nul, on aurait 

14L^. Problème. — Étant donnée la forme primitive de 
la pièce , calculer le travail nécessaire pour produire une 
fleodon donnée. 

Au cas où il n'y a qu'une flexion simple , nous avons vu 
équation (28) que le travail cherché a pour valeur 



T = — / — dco. 
2eJ I 



D'autre part, l'équation (94) donne "== 'e^' 

Donc T= 1/(1-1)' Id^. (99) 

S'il y a en outre une tension totale N résultante des forces 
extérieures estimées suivant la touchante à laflbre moyenne 
au point 0, on aura en combinant les équations (10) et (29), 
avec (94), 

I4S. exemple. — La pièce est primitivement droite , c'est-à-dire que 
— =«= ; son moment d'inertie I est constant ; sa longueur est l; on la 

courbe en cercle dont le rayon R = - — = p = const. En ce cas on a 



^ El / dœ EU ^ .„ I 
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CHAPITRE XII. 



THEORIE DES RESSORTS. 

144. Ressorts a lames. — Nous les supposons composés 
d'une série de bandes d'acier légèrement courbes, d'égale 
largeur et de faible épaisseur. La section de chaque lame 
prise isolément est un rectangle ; la hauteur de ce rectangle 
ou l'épaisseur e de la lame peut varier d'une lame à l'autre. 
A l'état primitif, toutes les lames sont courbées en arc de 
cercle de même rayon assez grand. Les lames superposées 
(fig. 77) ne se touchent que par leurs milieux et leurs extré- 



FiffJT 







--h-^-mZSX- 






"- 


— -„_— ^T-^^^t^ 


i___:zzr^^ 




t~ — -^ 


r^^i^^ss^î 


r^- 


— v:»' 





i^^- 



% 



mités où l'on a ménagé des ergots. Soient : P,,?,, Pj,. .. 
les efforts appliqués aux extrémités des lames ; P, , un effort 
extérieur donné et P,, P3 ,.... les pressions des lames supé- 
rieures sur les ergots des lames inférieures; ^,, /,,.... les 
longueurs des lames comptées seulement jusqu'au plan Y 
de leur ligature; ^4, ^j,.... leurs épaisseurs; ô, leur largeur 
commune; R, leur rayon de courbure primitif commun; 
p4, p8> ••• ^^^ï*s rayons de courbure après déformation, aux 
pointsMo m,,.... dont les coordonnées sont(a?,2/4),(a7,2/,),...; 
iT, l'abscisse d'une section CD quelconque faite dans le ressort. 
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Aux sections mj , m, , m» on a pour les moments des 

forces extérieures : 

P* ih-^) - Pi (^ - ^) = Pi ^4 - P«^i-(Pi - P.) ^, 



P^l(^l— a;)--Pn(/n — a?) = Pn-l^«-l — Pn^n — (Pn-l-Pn)â7. 

En vertu des équations (94) et (25) on a 
P,^,-P.^.-(P.-P.)«^ = E^(1-J-). 



P.U -P.. =E^(^-±); 



Pi^i-P,^. = 
P.^.-P.^. = 



Pn- 1 /n— 1 — Pn In 



6 
~6 — 
be^f^ifn- 



6 



Les deux conditions pratiques à réaliser sont : \^ de faire 
travailler également toutes les lames , c'est-à-dire de faire 
égales toutes les tensions /*, afin que les chances de rupture 
soient les mêmes pour toutes les bandes; 2^ de faire en sorte 
que , si les lames n'avaient pas d'ergot , sous charge elles se 
toucheraient sur toute leur longueur comme à l'état primitif; 
c'est-à-dire que pour une même valeur de a?, tous les rayons p 
doivent être égaux. En vertu des précédentes équations, ces 
conditions conduisent aux résultats suivants : 

^4 = ^8 = = Cn = e, (a) 

P.-^P, = P,-P3 = P5-P*=. . ==P, (Ô) 

P4^4-P.^. = P.^.-P.^. = =^- (C) 
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Si Ton ajoute membre à membre les n équations (c) et 
ensuite les (h — 1) premières, on obtient successivement 



P,/, -P*4=:(A — 1) 



6 ' 



{e) 



et en ajoutant les â — l premières équations (&) . 

Éliminant fei F» entre ces trois dernières équations , 

A~l 



1 



lK = ll' 



n 



l-(Â-l) 



Pi 



(ff) 



Dans cette expression de la longueur de la k^^* lama^ la 
valeur de -^ peut varier arbitrairement depuis zéro jusque 

— seulement, puisqu*aucane lame ne peut être plus longue 

que la première ^|. Si donc on représente par y un nombre 
entier ou fractionnaire plus grand que Tunitô et si Ton pose 
P 1 



= » on aura 



Pj yn 



Ik = 1^- 



n 



1 



A— 1 \^ 

y 



(101) 



n 



145. Si on fait y « 1 , sa limite inférieure, toutes les 
lames sont d'égale longueur et le ressort est dit rectangu- 
laire ; la. diïïérenGe des pressions sur deux lames consécu- 
tives est constante et égale à la n^*"*« partie de la pression P|. 
(Voirfig. 78.) 



fïff.78. 



D 
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IlO. Si on fait 7 = oo , sa limite supérieure, od obtient 

la différence entre les longueurs de deux lames consécutives 
est constante et égale à la n^*™* partie de la longueur de la 
première lame ; le ressort est trapézoïdal ( flg. 79). De i)lus , 
p ^0, c'est-à-dire que toutes les pressions P sont égales; 
tous les rayons de courbure sont indépendants de la valeur 
de X et par suite toutes les lames déformées sont courbées 
en arc de cercle et la tension est la même sur toute la lon- 
gueur de chaque lame. C'est dans cette importante propriété 
de travailler également dans toutes leurs parties , que réside 
la supériorité de ce genre de ressorts. 



/%^.7Ç 



147. Pour des valeurs de y comprises entre 1 et 00 , le 
lieu des extrémités des lames supposées primitivement droites 
est un arc d'hyperbole (flg. 80). C'est pourquoi Redtenbacher 
leur a donné le nom de ressorts hyperboliques. 
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148. Probiéioe. — Chercher la flèche de flexion de 
la première lame. 
Rappelons les précédentes équations : 

P.^.-P.^.-^.-P.)a. = Ef (^-i), 
be*f 

P. 



P| li ^%l% 
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wr P,^ Eôe» /l l\ 



poser - = T^et alors on a 



Si Ton suppose que la courbure soit et reste faible , on peut 
jt alors on a 

a^V _ 1 2/- 12P^a? 

A la rigueur cette équation n'est applicable qu'à la partie 
de la lame comprise entre â? = et a? = /j ; mais dans la 
pratique, la différence de longueur des deux premières 
lames est toujours petite, et Ton peut supposer, sans com- 
mettre d'erreur préjudiciable, que l'équation (102) est valable 
jusque 0? = /|. On a successivement 

dœ \R Ee/ ^ W)e^ny ' 

__/l 2A^ 2P, 5 
^ ~ \R ^ E^/ 2 + Eôe'ny ^ '■ ^"* 

2/o est l'ordonnée à l'origine de l'élastique. L'ordonnée y^ à 
l'extrémité est la valeur que prend y quand on fait œ = l^. 

l * 

A l'état primitif P, = , /*= et 2/', = -^ + yo- On a 

donc pour la flèche de flexion Y == y', — 2/4. 

^~E^ Eôe'ny' ^ '^ 

ou , en éliminant P, à l'aide de Téquation [d) 

^=^(•-37); ('«^^ 

l-iO. Problème. — Étant donnés : V effort P, , la lon- 
gueur I4 de la première lame y là tension maayima f, le 
' coefficient d'élasticité E, la largeur b des lames, la flèche Y ; 
calculer V épaisseur e des lames , leur nombre n e^ ^a lon- 
gueur \\ d'une lame quelconquei 
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Les équations ( 104), (rf), et ( 101 ) donnent : 



n = 



fbe^ 
1- 



h^l, 



1 



n 
k — \ 1 



fiff.8f. 



n y 

IftO. Exemple. — On donne P, = 600»^; /^ = 0™,50; /'== 44»^ par 
mill. carré ; E = 30 GOO'' par miU. carré ; b = O^^jOS ; Y = 0^,05 ; le 
ressort est rectangulaire , 7 =^ oo . 

On trouve e = 0n»,0073 ; n = 15 ; / == ^^ = 0^,50. 

151, Ressort, a hélice cy- 

lindriqoe. — Le ressort (fig. 81) 
est appuyé sur n plan BAC, 
et, à Textrémité supérieure D, 
le fil qui le forme est ramené 
vers le centre pour y recevoir la 
charge P. Le rayon du cyliudre, 
mesuré au centre du fil , étant 
primitivement r , le moment de 
Tefifort F par rapport à une sec- 
tion quelconque du fil , est égal 
à Pr, et conserve cette valeur 
^ si on néglige la légère défoi'ma- 
tion amenée par l'application de 
la force extérieure. L'etfét dé 
'^ celle-ci est une torsion des sec- 
tions normales du fil , accompa- 
gnée d'une fiexion que nous supposons négligeable. Si nous 
appelons I© le moment d'inertie polaire de la section du fil : 
L, la distance de deux sections indéfiniment voisines; cp, 
comme ci-devant , l'angle de torsion indéfiniment petit ; 
nous aurons, d'après l'équation (37), 




L 



GIo 
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Si l est la longueur d'une spire et p le pas primitif, on a 



^ = l/(2 7rr)«+p«. 

Soit maintenant dy^r fia, quantité dont le point d'ap- 
plication de la force P s'est abaissé pendant que la torsion ^ 
s'opérait; et appelons ef a Tangle compris entre deux plans 
passant par Taxe du cylindre et par les extrémités de l'élé- 
ment L = dlde l'hélice. Nous aurons 



dl 



^L^da^r^+{^y 



et ay^n = -^L^-^\/r*+(-§^) da, 
et, pour une spire 

Or, en vertu de l'équation (47) , nous avons 

p étant la distance du centre à la fibre la plus éloignée. 
La combinaison des deux équations (a) et (&) donne 

^ = ^ = -1^. (105) 

Le travail effectué par spire, que nous appelons T , est 

2 2 2G p ' ^ ' 

et le travail par kil. de matière en jeu 

Pour une section circulaire , -^^ = -^ ' 

>, M » rectangulaire, — ; 

les conclusions sont donc les mêmes qu'au n<> 103, c'est-à- 
dire que la section circulaire est préférable. 
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iftlt. Ressort à hëlleeeonlqiie, repré- 
senté en élévation et en plan fig. 82 et 83 
Soient : i , la longueur totale du ressort , 
Y la flexion totale , n le nombre de spires , 
d la distance entre deux spires mesurée 
suivant un rayon, R = nrf le plus grand 



-—Crayon , 



r = -T — d \m rayon quelconque 

27r 



auquel correspond une flexion y ; nous aurons : 
, T. P / rf X» a* 



Y = 



Pour le ressort entier a = 2 7rn 
PR» nn ^ PRn 
GIo 2 "" 2GIo 
Y^ t R 

/ • 20 p * 

PY ^ ^« X Iq 

4G p p 



et 



et, en vertu de l'équation (ô) , 



T = 



7= ''^'Ââiw)- (^««> 

Par ce ressort on fait donc un moins bon emploi de la 
matière que par le précédent ; cela s'explique par le fait que 
la tension maxima n'arrive à la valeur t que dans une seule 
section, celle pour laquelle le moment a sa plus grande 
valeur PR. 11 convient donc de donner a^i ressort à hélice 
conique la forme d'égale résistance. (Voir n® 103.) 

^ 153. Ressort plan à spirale. — 
. Soit fig. 83 un tel ressort fixé en A 
et recevant en par l'intermédiaire 
d'un levier KL l'action d'un couple 
dont le moment est PR. Nous sup- 
posons que la flexion à une section D 
quelconque s'opère autour d'un des 
axes principaux d'inertie , celui qui est perpendiculaire au 
plan de la figure et que nous avons nomme axe des Zq dans 
le chapitre précédent. Le moment de flexion au point D est 
égal à la somme des moments de toutes les forces extérieures 
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qui agissent depuis ce point D jusqu'à l'extrémité de la 
pièce. Or, parmi ces forces, se trouvent d'abord P, dont le 
moment est PR, et ensuite les forces nécessaires pour fixer 
le point et qui seraient égales aux réactions des pivots ; 
ces dernières nous les nommerons B et C , en conservant les 
mêmes notations qu'au chapitre précédent. De même par b 
et c nous représenterons les coordonnées du point D. La 
composante B aurait pour effet d'allonger le prisme élémen- 
taire de longueur dl et ayant sa base en D ; nous négligerons 
cet effet et n'aurons égard qu'à la flexion seulement. Le 
moment de flexion est PR + Bc — Cô. 

En vertu de la première des équations (96) dans laquelle 
nous faisons sin j3 = , cos j3 = 1 , et I = const. , nous aurons 

PR-hBc-Cô — El(-— -), (a) 

^ P P® 

d'où FRfdl + Bfcdl — C fbdl = El fi^^-^'^dl.ib) 

Étendons ces sommes à toute la longueur l du ressort et 
appelons b' ei & les coordonnées du centre de gravité du 
ressort entier, nous aurons 

PRl'i-(Bc' — Cbni = Elf(-'- ^)dL (c) 

Remarquons que — est l'angle que nous avons appelé W 

dans la théorie générale de la flexion. Soit y ^ == a, , et le 

second membre de l'équation (c) deviendra E I («, — «o) = E I a, 
expression dans laquelle a représente l'angle dont la spirale 
a tourné sous l'action du couple PR, en d'auties termes 
l'angle dont le levier KL a tourné pour fléchir la spirale. 
L'équation (c) devient donc 

PR-+-Bc'-C&'=^- 

Au cas particulier où le centre de gravité du ressort coïn- 
cide avec le point , les coordonnées ô' et d sont nulles et 
l'équation (109) devient 

PR = 5^, d'où a = ^^- (109) 
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Ces conditions se présentent presque exactement quand 
le ressort est composé d'un grand nombre de spires. 

En appelant f la tension de la fibre la plus fatiguée par 
flexion et v! la demi-épaisseur de la lame, on aura pour 
calculer la section du ressort , en vertu de Téquation (25), 

v}^ f ^ 

ensuite «-^^i?' ^^^ "T == ¥ ' 



T=^^ 



2E 



1 /^ 
Four une section circulaire, '^« "^ "« af ' 

1 P 
« y* rectangulaire, Tj^— -frr ; 

le ressort rectsuigulaire est donc le plus économique. 

154. Kessort à liéliee eylindriqiie tordu. — Au lieu 
d'appliquer un effort P suivant Taxe au ressort cylindrique 
fig. 81 , supposons qu'on le torde par le moyen d'un levier IH 

p 
et des deux forces — donnant lieu au couple PR. L'une des 

extrémités, A, devra être solidement fixée par une force 
dont nous supposerons nulle la composante parallèle à Taxe 
du cylindre. Nous supposons le pas de l'hélice assez petit en 
comparaison du rayon r du cylindre pour que l'on puisse 
considérer comme normale à l'hélice la section faite par un 
plan contenant l'axe du cylindre, que nous prenons pour 
axe des z^ ; la direction du bras du levier DI nous la prenons 
pour axe des ^, et une perpendiculaire pour axe des y. Les 
composantes de la force qui sert à fixer le point A seront C 
suivant l'axe des a? et B suivant l'axe des y. Le moment de 
flexion par rapport à une section M quelconque ayant pour 
coordonnées x,y,z, sera donc 

PR + Cl/ — Bœ, 

Supposant le moment d'inertie des sections I constant , 
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Taxe neutre axe principal d'inertie, K = et sinj3 = 0, 
on a, d'après la première des équations (96 ) , 

PR + Cî^ - Ba? = El (- — -V (a) 

Procédant comme dans le cas du ressort précédent, mul- 
tipliant par dl tous les termes de Téquation (a), intégrant de 
à /, appelant c', (a?) et &', (y) les coordonnées du centre 

//Il 
— = ao ; a, — «0 = a ; nous avons 
o Po 

PR + Cô'-Bc'-^. (111) 

Lorsque le centre de gravité du ressort est un point de 
Taxe du cylindre , ô' = , c' = 0, et Tangle a est proportionnel 
au moment PR , qualité importante dans la pratique et sur- 
tout dans celle de rhorlogerie. Mais le centre de gravité du 
ressort ne peut rester sur Taxe que si Ton ramène par un 
mécanisme convenable le point A et le point d'attache du 
levier, constamment sur la surface cylindrique dont le rayon 
diminue par la torsion et augmente par le déroulement. Un 
grand nombre de spires et une légère torsion établissent à 
peu près cette situation sans le recours d'un mécanisme 
spécial. Dans ce cas on peut admettre la formule 

PR = ^a; d'où « = ^^- (112) 

et les résultats sont identiques à ceux du n^ précédent. 

155. Comparons le ressort à hélice cylindrique com- 
primé (n<* 151 ) et agissant par torsion au même ressort tordu 
et agissant par flexion (n<* 154). Remarquons d'abord que 
l'on a , pour les métaux dont on fait les ressorts, approxima- 

4 2 ^* /** 

tivement, ^ = -5- A G-jE; -q* e""^'^' 

Le ressort comprimé emmagasine au kil. un travail plus 
grand que le ressort tordu dans le rapport de 3,2 : 1 pour une 
section circulaire et de 1,6: 1 pour une section rectangulaire. 
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150. Remarques sur la eonstraetlon des ressorts en 
liéliee. — I. D'après Redtenbacher , on peut admettre les 
coeflScients d'élasticité suivants^ exprimés enkil. par millim. 
carré. 

E G 

Fil de fer 18000 7200 

Acier fondu 20000 9600 

Acier de qualité moyenne . . 30000 12000 
Acier de qualité ordinaire. . 20000 8000 

La trempe a pour effet d'élever considérablement la ten- 
sion maxima à laquelle on peut faire travailler l'acier, mais 
elle ne modifie pas sensiblement les coeflîcients d'élasticité. 
Ainsi des ressorts en bon acier bien trempé peuvent fonc- 
tionner fort bien sous une tension qui , pour la fibre la plus 
fatiguée, s'élève jusqu'à 110 kil. par millimètre carré. 

Nous avons, dans ce qui précède, négligé la légère flexion 
qui accompagne la torsion et la légère variation du diamètre 
du cylindre. Dans ces conditions les formules ci-dessus ne 
sont pas toujours applicables si du moins on prétend conserver 
les mêmes coeflîcients d'élasticité. Nos expériences nous ont 
amené à la conclusion que, pour les cas ordinaires, ces for- 
mules donneraient des résultats acceptables en pratique , si 
l'on a soin de faire varier le coefficient d'élasticité G depuis 
8000 pour les sections rondes ou carrées jusque 2000 pour les 
sections très plates , par exemple dont l'épaisseur n'est que 
le dixième de la largeur. 

IL Pour tirer d'un ressort tout le parti possible , il faut 
le faire travailler de manière que , lorsqu'il a atteint sa plus 
grande déformation admissible (extension ou compression), 
la t( nsion de la fibre la plus fatiguée soit arrivée à son 
maximum. Cette condition économique donne une troisième 
relation à laquelle il convient d'avoir égard dans la construc- 
tion des ressorts. 

En effet , si c'est dans le sens du raccourcissement de l'hé- 
lice que l'effort P agit, les spires doivent se toucher lorsque 
la tension maxima t est atteinte. Si donc la section du fil est 
circulaire, son rayon étant p, il faut que le pas qui était p 

11 
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primitivement sous la tension , devienne ^gal à 2p sous la 
tension maxima t, de manière que la flexion par spire 

Onadonc i ^Il^^l.= - ^-^P ■ oi3) 
^^0 t 1/(2 7rr )« + ;>* 

Si c'est dans le sens de l'extension du ressort que P agit , 
les spires doivent se toucher à Tétat primitif lorsque la ten- 
sion est nulle, et leur pas est alors égal à 2p; le pas, en 
grandissant sous l'effort appliqué au ressort , prendra une 
valeur p quand l'effort sera devenu P et alors la tension de 
la fibre la plus fatiguée doit atteindre sa valeur maxima t. 
La flexion par spire sera donc encore égale àp — 2 p et l'on 
arrive à la même formule (113). 

III. Les remarques précédentes nous conduisent à des 
conséquences importantes au point de vue de la construction 
des ressorts. Supposons que l'on donne le fil dont on veut 
faire un ressort , c'est-à-dire les trois quantités p , ^, G ; et de 
plus l'effort P"^ qui doit produire une déformation totale Y™. 
Ces données suffisent pour déterminer le rayon r ou le rap- 

port —, le pas p ou le rapport -, et le nombre n de spires. 

P 

En effet faisons Q = — - et les équations (a) et (&) n® 151 , 

7rp* 

( 105) et (113), dans lesquelles nous introduisons la valeur 
-^ de lo , nous conduisent aux suivantes : 



L'équation (6), J^^-^- 


(A) 


" (105)ou(a) ^=^=2^^ 


(B) 


^-1 
\ t* 2p 




" l"a; 2GQ ./„, « ,„ 


r. (G) 



^2p; 
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De réquation (A) on déduira la valeur du rayon r du ressort. 

y* ^ (C) ^ -.1 *» ♦» 1 pas p " ♦» 
« - (B) '^ ^ w de la flexion par spire, 

c'est-à-dire de y puisque l = V/(27rr)« -f^* est déterminé du 

moment quep et r le sont. 

On a ensuite Y = n2/ = n(2? — 2p), 

Y 

<l'oû n -= - — -- 

p — 2p 

iftf . Applimti«ii« — I. Avec un fil rond de 10 miUim. de diamètre, 
on veut composer un ressort à hélice cylindrique qui , sous une charge de 
314 kil., se comprime de 100 millimètres. La tension ne doit pas dépasser 
60 kil. par millimètre carré, et le coeflScient d'élasticité G = 8000kil. 
par mill. carré. 

On trouve d*abord Qe=4kil. par miU. carré et de (A) on déduit 

-=7,5 d'où 2r = 75«». 
^ 9 

Ensuite t « —, et l'équation (C) donne j) = 23»^ J soit 24n«n. 

100 
Enfin p — 2p =5 14 et n = -— - = 7 | spires. 

II. Avec un fil carré de 6™/°» de côté , on veut composer un ressort à 
hélice cylindrique qui , sous une charge de 180^ , se comprime de 30™/i°. 
La tension ne doit pas dépasser 60>( par mill. carré, et le coefficient 
d'élasticité G = 8000k. 

Pour une section rectangulaire , on a 

^ P . 1 

de même que ci-devant , 



S = 6;i, Q«— et P=2-»/6« + ;i«; 



^-1 
r t . «• «• ;i 



p 3Q SGQ SGQ' 



\/(-i)"+»)" 



Ontrouve Q = 5, — =s4; 2r = 33°»n»,92 ; 

? 

ensuite t = 0,03, ^=1,535, i> = 9,21; 

n 

Y 30 ^ 1 

enfin n = = —-— = 9»^ — • 

j) — fc 3,21 3 
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III. Avec une lame rectangulaire dont les dimensions sont b = 10"/™ ,, 
h «s 1"/" , on fait un ressort cylindrique qui , sous une charge de 40*^ , 
s'allonge de 51"/". La tension ne doit pas dépasser 30^^ par mill. carré , 
et le coefficient d'élasticité G » 2000. 

On trouve p = 5,025 ; Q = 4 ; — = 2,5 ; 

P 

r=12"",56; t = 0,0375 ; i) = 4; n -- ^ = 17. 
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NOTE I. 



Dans le supplément A la livraison de septembre 1882 de Mathbsis, 
M. P. Mansion , professeur à l'Université de Qand , a publié la note 
suivante : 

SUR LA MÉTHODE D'INTÉGRATION GRAPHIQUE DE ROSSIN. 

M. Rossîn, ingénieur de la marine française , avait imaginé , pour son 
usage personnel , une méthode très simple d'intégration graphique , que 
M. de Lisleferme vient de faire paraître dans les Annales de la Société 
scientifique de BrvixeUes. M. Solin a publié un travail semblable , en 1872 , 
dans les Mémoires de la Société des sciences de Prague, et M. Massau , 
en 1878, dans les Annales de V Association des ingénieurs sortis des 
écoles spéciales de Gand, Malgré ces publications antérieures, nous 
croyons utile d'analyser la note de M. de Lisleferme, à cause de son 
extrême simplicité. 

Étant donnée une courbe ayant pour équation y == /"a? , et représentée 
graphiquement, il s'agit de trouver, d'une manière graphique aussi, la 



courbe intégrale ayant pouré quation Y ^= i fxdx. Pour cela, rempla- 

o 
çons d'abord la première par un polygone à peu près équivalent , inscrit 
ou circonscrit, ou bien encore intermédiaire entre un polygone inscrit et 
un polygone circonscrit. L'aire de ce polygone (fig. 84) a'PQ....TN peut 
être divisée en trapèzes suivant la méthode habituelle ; chacun de ces 
trapèzes est équivalent à la somme de deux rectangles ayant pour hauteurs 
respectivement chacune des deux bases du trapèze et pour base la demi- 
hauteur de celui-ci. Il est facile de voir que le 2« et le 3<^ rectangles ainsi 
obtenus ont la même hauteur et peuvent être réunis en un seul ; qu'il en 
est de même du 4* et du 5« , du 6« et du 7® , et ainsi de suite. Si le poly- 
gone substitué à l'aire primitive a n côtés et est subdivisé , par consé- 
quent, en n trapèzes, il sera donc équivalent à la somme de (n |- 1) 
rectangles ayant respectivement pour hauteurs les ordonnées des (n-|- 1) 
sommets du polygone. 
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a b c U g r h m n 

Soient OaAa', a6B6', ôcCc*, , muNn', ces rectangles, les points 

0, a, 6, c, , n étant situés sur Taxe des x\ soient aussi a", 6", c", , 

n", les projections de A, B, G, , N sur la droite UU parallèle à Oa? 

et à une distance OU égale à runité(l). Joignons a", 06'', On". 

Menons a parallèle à Oa", rencontrant A a en a ; a )3 parallèle à 6", 

rencontrant B6 en )3; et ainsi de suite jusque yuiv, parallèle à On'' et 

rencontrant Nn en v. 
Il est facile de voir que l'ordonnée a a est égale à l'aire du premier 

rectangle ,b^èL celle des deux premiers , c y à celle des trois premiers, , 

n V à celle des (n -|- 1) rectangles. Il y a plus , si l'ordonnée rp d'un point p 

quelconque du polygone a )9 /* v divise Tun des rectangles ghHh' en 

deux parties yrRA', r/iHR, rp est égale à l'aire des rectangles qui 
précèdent cette ordonnée, plus la portion yrR/i' du rectangle y /i H /i'. 

Le polygone a /9y.... yuv est donc le polygone intégral du polygone à 
angles rentrants a' A 6' B Mn' NnO, Mais les ordonnées de ce poly- 
gone a )S 7... .fxif ne donnent l'aire du polygone primitif a' PQ TN, 



( 1 ) Le manque de place pour la figure nous a obligé à nous écarter ici 
un peu du texte de l'auteur. 
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qu*aux points 0, n , x, t, v, projections de O, P, Q,. ..., T, N sur la 

ligne brisée a /S 7 /* v. Ent re ces points , Tordonnée deO«)9y /*v 

est évidemment un peu en retard ou en avance sur Taire du polygone 
P Q ... T N. Donc en traçant une courbe située au-dessus ou au-dessous 
du polygone Oa/Sy ..../*v, et passant par 0, w, x, ... t, v (par suite, 
tangente à ce polygone intégral en ces points), on aura une courbe conve- 
nable comme intégrale de a' P Q . . . T N , et , approximativement , de y =^fx. 
Dans sa note parue dans les Annales de la Société scientifique de 
Bruxelles (6® année, 1882), M. de Lisleferme ajoute : (Voir fig. 85.) 



ferfx 




Centre de gravité. — La courbe des aires peut être traitée comme la 
courbe primitive et donne lieu à une nouvelle représentée par à^ / adœ. 

[La première intégration a donné a = 1 ydx\. Voici son utilité : pro- 
posons-nous de trouver la distance à l'are Oy du centre de gravité de la 
portion de surface M P. Cette distance étant désignée par g et l'aire 
par a , on a d'une manière générale 

ap == j xydx, 

ydx == da^ 



ou , à cause de 



d'où 



^9 



= I xda = ax — i adx.^ax^b\ 



g ==x 

a 
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Or, si Ton mène la tangente au point b, la sous-tangente sera 

db^" a 
dx 

et par suite G = p. 

Pour mener cette tangente avec plus (inexactitude, on remarquera 
qu'elle est parallèle à D. 

M^Bieiit d'Inertie. — Nous ne savons plus au juste comment était 
traitée par Rossin la question du moment d'inertie , mais en se laissant 
guider par Tesprit de la méthode on reconnaît aisément que ce devait être 
de la manière suivante : 

Construisons la courbe des c, intégrale de celle des h , nous aurons : 



= fbdx. 



L'expression du moment d'inertie par rapport à Taxe Oy est : 
1= I a^ydœ. 

Il est facile dô voir que, d'après les relations précédentes, on a succes- 
sivement : 

I = I a^ da = aa^ — 2 1 ax dx 

= ax* — 2 / xdb ^ ax* — 2(bx — / bdx 

= ax* — 2 6a? -f- 2c, 
d'où , en posant I = K' a , il vient 

b b c 

K* = a?* — 2— a? 4-2— -r- 
a a b 

Désignons les sous-tangentes GP , NP par m et n ; décrivons une cir- 
conférence ayant pour centre le point N , et NP pour rayon. On aura : 
K* = a7* — 2ma?+2m» = (a?— m)*+m(2n — m) = 5f« + GK*'=0K« 

Et par suite K = K. 

ApplIeAllen. — La méthode de Rossin peut être appliquée avec succès 
à la recherche du moment de flexion dans une poutre reposant sur deux 
appuis et chargée d'une manière quelconque. Comme exemple prenons 
celui de la figure 74. 
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Rappelons d'abord que le moment de flexion est égal à Taire du dia- 
gramme de Teffort tranchant (n^ 80), et traçons, fig. 86, le diagramme 




de Teffort tranchant pour la portion AB de la poutre considérée isolément. 
A cet effet cherchons d'abord les réactions des appuis , en décomposant 
chaque force donnée P, et P, en deux parallèles appliquées aux appuis 
suivant la méthode graphique bien connue. Nous obtenons ainsi AN et 
BO pour représenter des forces égales et opposées aux réactions à la même 
échelle que CP< représente 1000 kil. et DP,, 3000 kil. Nous traçons le 
diagramme de Teffort tranchant NQRSTV, dont l'aire est égale au 
moment de flexion ; c'est donc le polygone intégral du polygone de l'effort 
tranchant qui sera le diagramme du moment de flexion. 

Suivant la méthode de Rossin , à une distance AU prise pour unité , 
traçons une verticale ; projetons en Q' le point Q , traçons AQ' , et AX sera 
un côté du polygone intégral cherché. Projetons de même le point S en S' ; 
traçons AS' et XY parallèle à AS' ; XY sera un second côté du polygone 
cherché. Continuons de même ; projetons T en T' , traçons AT' et YB sa 
parallèle qui doit fermer le polygone en B , puisque le moment de flexion à 
l'extrémité de la poutre doit être nul. Cette propriété fournit un moyen de 
contrôler les opérations graphiques. Le polygone cherché est donc AXYB. 

Au cas où la charge serait uniformément répartie , le diagramme de 
l'effort tranchant serait une oblique (fig. 40) coupant la poutre en son 
milieu; celui du moment de flexion,. une parabole que la méthode de 
Rossin permet de tracer en cherchant un nombre quelconque de ses points. 
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Dans la fig. 87 , nous avons pris la demi-longueur de la poutre pour unité ; 
dès lors , l'ordonnée maxima de la parabole est égale à la moitié de la 

longueur qui représente la réaction — au point A. 



Fig87 




NOTE II. 

SUR LA RÉSOLUTION GRAPHIQUE DES ÉQUATIONS. 



Soit à résoudre l'équation 

»— aa? — 6 = 0. 
Celle du no 107 affecte cette forme. On la divise en deux 
y, = a?», y, =:aa?-f 6; 

on construit les deux courbes représentées par ces équations. Les abscisses 
des points de rencontre de ces deux courbes sont les valeurs des inconnues. 
_^ L'exemple du n® 107, 

<f — 0.0008^ = 0,02325, 
est traité figure 88. La courbe OBCD 
est celle des valeurs dey, étendue depuis 
a? = jusque a? = 1 seulement parce que 
Ton voit de suite que la racine cherchée 
est comprise entre zéro et Tunité. La 
droite E F représente la fonction y,. Elle 
rencontre la courbe au point Y dont l'abs- 
cisse est 0,287 solution de la question. 
Le degré d'approximation dépend évi- 
demment de l'exactitude du dessin. La droite GH a été tracée pour 
résoudre l'équation a?' = 0,25 x -|- 0,401625, Le tracé donne OX'=s 0,85. 
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Fig.89. 



La figure 89 a pour but de résoudre 

l'équation donnée au n© 131 , IV , 

a? = tg a?. 

Nous la décomposons en deux 

y, = tg a? , Vt^os. 

Nous avons représenté 360° ou 2 t 

par 40 millimètres ; l'unité est donc 

40 
représentée par — = 6™™, 366. Au 

2 TT 

moyen des tables des lignes trigono- 
> métriques naturelles, on construit 
aisément la courbe OAB,CDY,GH 
dont l'équation est y, = tg a?. La 
droite y, = a? est inclinée à 45° sur 

Taxe OH. L'abscisse du point de rencontre Y, estimée en degrés, donne 

la solution 257o,45. 




NOTE III. 



LIGNES D'ÉGALE TENSION. 



Il peut être utile dans certains bas de connaître les lignes d'égale tension 
dans un solide soumis à la flexion. Soit fig. 90 une pièce encastrée à 



m 



I 



Rff^o. 




Tune de ses extrémités A et 
soumise à l'autre extrémité B 
à une force unique P"^. Le plan 
de la figure est un plan de 
symétrie. Le couple Pa? agit 
dans ce plan supposé contenir 
un des axes principaux d'iner- 
tie. La pièce est prismatique 
^* et homogène. La tension au 

point s de la section CD , situé à la distance u du centre d'élasticité est 

donnée par la formule (24) 






î=. 



Pa? 
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Si Ton fait t constant en même temps que Ton fait varier les coordon- 
nées â? et u du point s , Féquation 

I« 
^Pi4 — - -a const. 

est celle d'une ligne d'égale tension. Au cas particulier que nous considé- 
rons , c'est un arc d'hyperbole rapportée à ses asymptotes, EiF. 



NOTE IV. 

SUR LE CALCUL DES COURROIES. 

Dans la transmission du mouvement circulaire d'un arbre à un autre 
par une courroie sans fin, l'effort tangentiel à faire se déduit de deux 
données : le travail à transmettre , N chev. ; la vitesse r™ par seconde de 
l'axe de la courroie. Q^ étant cet effort circonférentiel , on a 

75 N 
75N = Qr, d'où Q= 

V 

L'effort tangentiel maximum, que la courroie peut transmettre dépend 
de la tension donnée aux brins pendant le montage , et , en pratique , on 
fait cette tension suffisante pour que l'effort tangentiel possible reste supé- 
rieur à l'effort réel Q à transmettre. De combien? la pratique en dicte les 
limites convenables. Quoi qu'il en soit , l'effort Q étant à transmettre avec 
une vitesse v, il en résulte pour le brin conducteur de la courroie une 
tension qui dépend de la vitesse v. Le but de la présente note est de mon- 
trer comment cette tension dépend de la vitesse et de rechercher la vitesse 
la plus économique, c'est-à-dire celle qui correspond au minimum de 
poids de la courroie pour la transmission d'un travail donné. La solution 
de cette question est donnée dans la suite des problèmes que nous allons 
énoncer et résoudre. 

Appelons T*^ la tension qu'il faut donner au brin conducteur d'une 
courroie pour qu'elle soit en équilibre strict avec la tension t de l'autre 
brin et la résistance tangentielle Q supposée appliquée au même rayon r^ 
que les deux autres forces. Nous aurons d'abord 

Tr==«r4-Qr ou T = «-fQ; (a) 

Ces tensions T et f sont modifiées et augmentées par la vitesse de la 
courroie, mais leur différence doit toujours rester égale à Q. Nous verrons 
de combien ci-après. Pour le moment , ne considérant que les tensions T et f 
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à l'instant de l'équilibre strict, nous cherchons à établir une seconde rela- 
tion entre T et « et le frottement de la^ courroie sur la poulie. Les deux 
problèmes suivants servent à résoudre cette question. 

Problème I. — Une courroie glisse sur un tambour fixe à hase cir- 
culaire; la tension t du brin qui s'enroule est donnée; la tension de 
Vautre brin, T, est à chercher; on donne à cet effet le coefficient î de 

S 
frottement de la courroie sur la poulie et V angle d!enroulem,ent a = — . 

Si le tambour avait une base polygonale, deux côtés consécutifs du 
polygone faisant entre eux l'angle o» et les tensions étant respectivement 
t et t -j- dtf on aurait 

t -\- dt = t cos <^ -\~ ft sin w. 

Ce résultat est applicable à une base circulaire si l'on y substitue d<x. à 
sin u et l'unité à cos u. Donc 

t-\-dt = t{l + fdoc) 
dt = tfdx 
T = «/" = «m, où c= 2,71828 

Problème II. — Une courroie roule sur une poulie circulaire qui 
tourne autour de son ctœe. La différence entre les tensions T ett des deiccc 
brins est telle que la résistance tangentieUe Q est exactement tenue en 
équilibre. On demande T et t. 

Ce cas est ramené à celui du premier problème par les considérations 
suivantes. 

Supposons que la résistance Q^ soit constituée par un poids suspendu à 
une corde et qu'il s'agit d'élever; qu'un arrêt quelconque empêche la 
poulie de tourner dans le sens de la chute du poids Q. Passons la courroie 
sur la poulie él d'abord ne la tendons que fort peu du côté du brin qui 
s'enroule ; et soit t cette petite tension. Dans cet état de choses , si l'on 
tire le brin qui se déroule , la courroie glissera sur la poulie qui sera 
maintenue fixe par le poids Q , tant que la différence T — t = t (m — 1) 
sera inférieure au poids Q. En augmentant progressivement t , il arrivera 
un moment où T — t sera égal à Q , et à ce moment il y a équilibre strict. 

Deux relations existent ainsi entre T , t et Q : 

T — t = Q, T = tm, 

d'où l'on déduit 

T^Q-^. , = Q_1_. 

m — 1 . m — 1 



Digitized by 



Google 



— 174 — 

Problème III. — Calculer CeœcèM de tension proveruxnt de la vitesse 
de la œurroie. 

En supposant que la courroie embrasse un arc S , pendant qu'un de ses 
points passe du commencement à la Un de cet arc , sa vitesse — v change 
de signe , devient -(- v, ou augmente de 2 v dans un temps que nous nom- 
merons 0. Soient : a>»q la section de la courroie ; ^^ le poids du mètre cube 
de courroie; ai sera le poids du mètre courant et, par suite, le poids 
dont la vitesse varie de 2 v dans le temps B sera a ^ t> 0. La force constante 
capable d'opérer ce changement de vitesse aurait pour intensité 

aèvB 2v ^ aiv* 
- = 2- 



9 9 

il est permis de supposer que cet effort supplémentaire est fourni moitié 
par chaque brin et qu'ainsi la tension effective des brins en marche est 

„ aiv* , aiv* 

TH » fH , 

9 9 

^ m , aSv* ^ 1 , aSv* 

ou Q ,H » Q j-H 

m — 1 g m — 1 g 

Problème IV. — CaUnderla section à donner à une courroie pour 
que sa tension en marche ne dépasse pas K kU, par m. g. 

^ m , aSv* 

Q ,H = aK, 

m— 1 g 

Q m 1 , ,. 

* 9 
Problème T. — Quelle est la vitesse Y à donner pour que la trans- 
mission d'un travail déterminé s'opère avec la courroie la plus légère 
possible, 

La solution revient à déterminer la valeur de v qui r«nd a un mini- 

N 
mum ; mais il faut préalablement remplacer Q par 75 — Nous aurons 

ainsi 

75N m 1 



V 



K V« 

le minimum de a correspond k 3 — = , 



(6) 
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Renuir^iiefl. — Le commerce présente deux genres de courroies en 
cuir, celles qui sont travaillées à la mesure, celles qui sont travaillées au 
poids. Pour les premières o = 920 kil. le mètre cube en moyenne ; pour 
les secondes, II50» Soit 5™"^ l'épaisseur de la courroie simple et 10™™celle 
de la courroie double. On admet en moyenne que la courroie simple peut 
travailler à raison de 200 OOOVmq = K ; et la courroie double 170 000. 
Généralement on fait /"=: 0,28 , de manière que si a = w , on a à peu près 
/•a = 1 et m = 2,72. 

Faisons N = 1 , A = valeur minima de a correspondant à la valeur (6 ) 
de V. Nous aurons, toutes substitutions faites. 



Amq 



-^'(r)- •• <-^=-.'(i)^ 



cette dernière quantité est le poids du mètre courant. Nous pouvons 
dresser le tableau comparatif ci-dessous relatif à la transmission d'un 
- cheval dans les conditions les plus économiques. 





DÉSIGNATION. 


6 
> S 

l 


\/t 


(if 


A 

centim. 
carrés. 


(<*^A)k 

par 

mètre 

courant 


n 


A la 


( simple. 


26,63 


14,73 


0,000312 


0,330 


0,0303 


6,60 


mesure 


j double. 


24,59 


13,60 


0,000398 


0,426 


0,0392 


4,26 


Au 


simple. 


23,82 


13,19 


0,000436 


0,373 


0,0429 


7,46 


poids. 


double. 


21,98 


12,17 


0,000555 


0,475 


0,0546 


4,75 



Le même calcul appliqué au câble en fil de fer donne V = 45™,775 
avec K= 5 000''000>*/mq. et o = 7800 k. et on trouve (o'A) = 0S0061. 
En donnant au câble seulement 20»» de vitesse, on trouve (ôa) = 01^,010. 
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NOTE V. 

SUR LE OALOÏÏL DES TOURILLONS GTLINDRIQUES 
SOUMIS A LA FLEXION. 

Les dimensions à déterminer sont le diamètre d et la longueur l du 

tourillon , ou le rapport K = — - • 

d 

Les conditions à remplir sont fort complexes. Les unes concernent la 

résistance que Ton veut obtenir : on exige que la fibre la plus fatiguée à 

la section dangereuse n'ait pas une tension supérieure à t kil. par m. q. 

En vertu de Téquation ( 25 ) on a donc 

ird»_ M 
32 "" « ' 

Et M est le moment maximum. Or, si Ton suppose que la charge donnée 
F^ se répartit uniformément sur toute la longueur l du tourillon, le 

moment de flexion maximum aura pour Taleur --- P/ou-— PKd. D'où 

^ 2 2 

, , nd* PKd ird* PK 

résulte —— -- = — - — -, __-__ = , (1) 

32 . 2t 16 f ^ ' 

première relation entre les inconnues d et K. 

Les autres conditions concernent le frottement et son travail et réchauf- 
fement des coussinets. Au moment de la mise en marche d'un tourillon , 
les surfaces frottantes sont à la température de Tair ambiant. A mesure 
que le tourillon tourne , il y a du travail qui disparaît , de la chaleur 
produite qui élève la température du métal ; mais il y a également un 
écoulement de chaleur du métal k Taîr ambiant, écoulement d'autant plus 
rapide que la température du métal «at plus élevée. Par suite de ces con- 
ditions, bien qu'il y ait production continue de chaleyr, à un certain 
moment , la température cesse de s'élever ; le régime est établi avec cette 
température maxima : ce phénomène se produit lorsque les quantités de 
chaleur produite et émise dans un même temps sont égales. 

Le coefficient du frottement et , par suite , le travail du frottement , 
dépendent de cette température du régime ; et celle-ci dépend elle-même 
de la grandeur de la surface frottante , ou mieux , de la pression Qi^ sup- 
portée par unité de surface , et de la vitesse de la circonférence extérieure 
du tourillon, c'est-à-dire de son diamètre et de sa longueur. Ainsi le 
diamètre et la longueur du tourillon ne doivent pas être trop petits , car 
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la surface frottante serait trop petite , la pression par m. q. trop grande , 
la température du régime trop élevée. Par contre le diamètre ne doit pas 
être trop grand ; car pour un même nombre de tours le travail du frotte- 
ment , qui constitue une perte, serait trop grand. 

Bref, il faut que Texpérience fasse connaître la pression Q^ par m. q. 
qu'il convient de ne pas dépasser pour une vitesse v donnée de la circonfé- 
rence extérieure du tourillon. La relation entre Q et v sera la seconde de 
celles qui sont nécessaires pour la détermination des dimensions / et d. 

L'examen d'un grand nombre de tourillons marchant dans des condi- 
tions reconnues bonnes en pratique , nous a conduit aux chiffres suivants. 
Nous n'avons pas la prétention de les présenter comme indiscutables ; 
mais ils nous serviront à établir une méthode que nous croyons recom- 
mandable aux praticiens. Pour une vitesse de 0™,50 par seconde, corres- 

pondant à = 0™,50 d'où n^d = 10™ environ , on peut élever la pres- 

sion Q„ jusque 300000 k. par mètre carré. Pour une vitesse de 5 mètres 
par seconde, correspondant à », d =* 100 mètres , la pression Q, ne doit 
pas dépasser 64,000 k. par mètre carré. En résumé, nous admettons 

Q^ = 300000 pour Ho d= 10, 
Q, = 64000 « n,d= 100. 

Entre ces limites et au-delà, nous posons la condition que ces qtiantités 
varieront comme les coordonnées d^une courbe dont Vacse des nd serait 
une asymptote, et notamment , comme les coordonnées éCune hyperbole. 

L'équation d'une telle hyperbole est 

Q(nd + A)==B 

et A et B sont des paramètres que , avec les chiffres que nous proposons , 
on déterminera par les conditions 

300000(10 +A) = B, \ A = 14,49, 

64000(100 + A)=B, ) ^""^ B= 7347000; 
et Q(nd+ 14,49)==7347000. (^) 

Ces données numériques supposent : 1® que la surface qui supporte la 
pression P est le sixième environ de la surface totale îrdi = irKd*du 
tourillon , de manière que l'on ait 

it Kd« 2j^ K ' ^^^ 

4 
2° Que le graissage est aussi parfait qu'on peut l'obtenir en pratique , 
c'est-à-dire que la matière lubrifiante n'est pas exprimée pat* un excès de 

1^ 
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pression ; dans ces conditions le coefficient de frottement ne dépend pour 
ainsi dire que de la matière lubrifiante , et non du métal des coussinets 
ou du tourillon. 
En combinant les équations ( 1) , (2) et (3) on arrive aux suivantes 

96 P«n ^ 96A P* 



9,87 B t 9,87 B t * 

d* — 0,000001324 J^d = 0,000019183— , (4) 

qui renferment la solution de la question. On peut commodément résoudre 
réquation (4) par le procédé graphique exposé note II. 

Esemplefl. — Dans les exemples qui suivent, nous ferons t =3000 000 k. 
par m. q., de manière que Téquation (4) devient 

d* — 0,000 000 000 000 4413 P« n d = 0,000 000 OoO 0063943 P*. 

I. Données: P==20 000, n = 6. 

On trouve : d* — 0,00105912 d == 0,00255772 , 

d'où d = 0°»,24;K=. 1,7; Z = 0'n,407;Q = 390 000; nd= 1,44; 
r = 0,0754. 

II. Données : P = 10 000^; n = 50. On a 

d* — 0,0022065 d = 0,00063943 ; 
d'où 

d = 0«,18; K = 1,91; / = 0°»,344; Q ^ 309000; nd =9; v ^ 0M71. 

III. Données : P = 1000" ; n = 1000. On a 

d* — 0,0004413 d = 0,0000063943 ; 
d'où 

d = 0°»,081; K = 3,865; l ^0«,313; Q =: 75400 ; nd ^ 81 ; r = 4«»,25. 

IV. Données : P =» ISO'' ; n = 2200. On a 

d* — 0,00002184435 d = 0,00000014387175 ; 
d'où 

d =» 0'»,03; K = 3,5; i = 0",105; Q = 90927; nd = 66; t) =» 3«,912. 

V. Données : P 500^; n = 3000. On a 

d* _ 0,000330975 d = 0,0000015986 ; 
d'où 

d = 0-n,071; K=:5,94; / = 0«»,422; Q =32000; nd = 213; t)=ll«15 . 
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